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Vorwort  zur  zweiten  Aurias-e. 


Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  durch  eine 
znsammenhäiigeude  Darstellung  der  allgemeinen  Theorie  der 
Integralgleichungen  mit  symmetrischem  Kern,  die  in  der  ersten 
Auflage  stückweise  und  gelegentlich,  wie  sie  gerade  gebraucht 
wurde,  bei  den  einzelnen  Aufgaben  entwickelt  war.  Sodann  ist 
ein  Abschnitt  über  die  funktionentheoretischen  Methoden  hinzu- 
gekommen, die  in  einer  neuen  Darstellung  der  Verallgemeine- 
rungen des  Fouri  er  sehen  Integrals  gipfeln. 

Die  wissenschaftliche  Arbeit  des  vergangenen  Jahrzehnts  habe 
ich  geprüft  und,  soweit  sie  in  den  Rahmen  des  Werks  paßte,  be- 
rücksichtigt. Auch  habe  ich  mein  sachliches  und  geschichtliches 
Urteil  über  manche  beim  Erscheinen  der  ersten  Auflage  schon 
vorliegende  Arbeiten  geändert  und  aus  ihnen  reichlicher  geschöpft 
als  damals. 

Wesentliche  Förderung  verdanke  ich  wie  bei  der  ersten  Auf- 
lage der  Mitarbeit  meiner  Schüler,  über  die  ich  in  den  Anmer- 
kungen berichte.  Möge  denn  auch  die  neue  Auflage  wie  die  erste 
Leser  und  Freunde  finden,  die  nicht  nur  fertige  Sätze  suchen, 
sondern  sich  anregen  lassen  zur  Weiterarbeit  an  dem  unerschöpf- 
lichen Vorrat  mannigfaltiger  und  doch  der  allgemeinen  Theorie 
zugänglicher  Aufgaben,  die  unser  Gegenstand  darbietet. 

Breslau,  im  September  11)22. 

Adolf  Kneser. 
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Erster  Abschnitt. 


Iiite^ralgleicliuiigeii  und  lineare  Wärnieleitung. 


§1- 
Wärmeleitung  und  Wärmequellen. 

Ist  u  die  Temperatur  eines  geraden  Stabes  Yon  der  Länge 
Eins,  der  einer  Umgebung  von  der  Temperatur  Null  eingebettet 
ist;  bedeutet  ferner  x  den  Abstand  von  einem  seiner  Endpunkte, 
t  die  in  einer  gewissen  Einheit  gemessene  Zeit  und  b  eine  Kon- 
stante, so  gilt  die  Gleichung 

du        d^u       j„ 

ji  =  ?¥'-  ^  "• 

und  der  Fall  6  =  0  bedeutet,  daß  keine  ^Värme  seitlich  aus- 
gestrahlt wird.  Diese  Gleichung  beruht  auf  den  Annahmen,  daß 
die  seitliche  Strahlung  der  Temperaturdifferenz  proportional  ist, 
und  daß  der  Wärmefluß  längs  des  Stabes,  d.  h,  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  den  Querschnitt  in  der  Richtung  wachsender  .r  durch- 
tretende Wärmemenge  der  Größe  —  cu/dx  proportional  ist,  von 
der  sie  sich  nur  um  einen  positiven,  durch  das  Material  des  Stabes 
Itestimmten  Faktor  unterscheidet. 

Ist  die  Größe  du/dx  an  der  Stelle  x  =  ^  stetig,  so  kann 
man  dies  durch  die  Gleichungen 

dx\§^Q         '  dx  dx\ 

ausdrücken,  indem  man  die  an  das  Substitutionszeichen  gehefteten 
Symbole  ^  —  0,  |  -j-  0  wie  gewöhnlich  dahin  deutet,  daß  die  un- 
abhängige Variable  von  unten  oder  oben  her  gegen  den  Wert  ^ 
konvergiert.  Physikalisch  bedeutet  diese  Gleichung,  daß  von  der 
Seite  .r<Cs  ber,  sagen  wir  von  links  her,  ebensoviel  Wärme  in 
den  Querschnitt  .r  =  |  hereinströmt,  wie  nach  rechts  abströmt. 
Soll  daher  an  der  Stelle  x  =  ^  eine  Wärmequelle  liegen,  d.  h. 
soll   im   ganzen  aus    dem   Querschnitt  x  =  ^  eine  Wärmemenge 

Kuesor,  lutegralgleichangeu.    2.  Aufl.  i 


-f  const. 


2  Erster  Abschnitt.  §  1. 

ausströmeu,  tue  die  einströmende  um  einen  konstanten  Betrag 
übertrifft,  so  muß  eine  Gleichung  von  der  Form 

ex  €  X 

gelten,  speziell  etwa  die  Gleichung 

?u  '-"  _ 

C  X    =  +  0 

die  eine  Wärmequelle  von  der  Ergiebigkeit  Eins  definieren  möge, 
indem  wir  die  links  stehende  Größe  allgemein  als  Ergiebigkeit 
bezeichnen  wollen. 

Die  Wärmebewegung  nun,  die  durch  Quellen  und  einen  be- 
liebig angenommenen  Anfangszustaud  hervorgerufen  wird,  ist  erst 
bestimmt,  wenn  über  die  Art  des  Ausflusses  der  Wärme  aus  den 
Enden  des  Stabes  Bestimmtes  vorausgesetzt  wird.  Indem  das 
Substitutionszeichen  auf  die  Variable  x  bezogen  wird  und  durch 
h  und  H  positive  Konstante  bezeichnet  werden,  können  die  wich- 
tigsten Fälle  in  folgender  Weise  gekennzeichnet  werden: 
(A)  u\^=  u\^  =  0. 

dx\ 
=  0. 

pr \-   Hu         :=   0. 

cx 

Die  i)hysikalische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  liegt  auf 
der  Hand:  die  Enden  des  Stabes  werden  auf  der  festen  Tempe- 
ratur Null  gehalten  oder  adiatherman  bedeckt  oder  lassen  Wärme 
ausstrahlen. 

Speziell  werde  angenommen,  die  Wärmeverteilung  sei  stationär, 
u  also  von  t  unabhängig,  und  an  der  Stelle  x  =  ^  liege  eine  Quelle 
von  der  Ergiebigkeit  Eins.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Temj)eratur  //■  die  Gleichungen 

d-^o        .„  ^^       div  '-0 

r/a:2  '       dx^^c 

und  eine  der  liaudbedingungen  (A),  ...(D)  /u  erfüllen,  in  denen 
u  dui'cli  XV  zu  ersetzen  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  in  allen  Fällen  leicht  zu  lösen.  Die  Größe  ic 
wird  auf  den  Strecken  von  a:  =  0  bis  .r  =  |  und  von  .r  =  ^  bis 


(B) 

M 

=  0, 

(C) 

du 
dx 

0       du 

~  dx 

^D) 

du      j 

n  u 

dx 

0 

=  0, 

§  1.  Lineare  Wärmeleitung.  3 

X  =  l  verschiedene  analytischo  Ausdrücke  darbieten,  im  Punkte 
j:  =  I  aber  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  haben  und  stetig 
sein.  Nimmt  man  z.  1>.  den  Fall  (A),  so  geht  man  davon  aus, 
daß  die  an  einer  der  Stellen  x  =  0  und  a;  :=  1  verschwindenden 
Integrale  der  Gleichung 

(11  p\-l,',r  =  i> 

in  der  Form 

const.  Sin  b x^      const.  Sin  h  {\  —  x) 

dargestellt  werden  können,  wobei  die  gewöhnlichen  Zeichen 
(Sin?<  =        .-,       ,    Ü01  u  =  — '- 

eingeführt    sein    mögen.     Solleu   nun  jene   beiden   Ausdrücke    an 
der  Stelle  |  dieselben  Werte  haben,  so  müssen  sie  die  Form 
const.  Sin  h  {\  —^)  Sin  h  x,      const.  Sin  6(1  —  x)  Sin  b  | 
mit  derselben  Konstanten  haben.     Setzt  man  jetzt  die  Gleichung' 

d  x    =  +  0 
an,  so  findet  man  für  x  <^  | 

Sin  6(1  —  I)  Sin6  j; 

H!   -: ^-^ 

"~  6  Sin  6 

für  j:  >>  I  dagegen 

Sin  6(1  —  x)  Sin6| 

6  Sin  6 
Im  Falle  6  =  0  erhält  man  speziell  die  Gleichungen 
w  =  x{\—^),    a;  <  I 
iü  =  ^  (1  —x\     x'>  t 

Beide  Ausdrücke  h',  der  allgemeine  wie  der  spezielle,  sind  in 
X  und  I  offenbar  symmetrisch. 

Legen   wir  ferner   die   Randbedingung  (C)   zugrunde,   so   ist 
davon  auszugehen,  daß 

lü->i6.r,     C^oj6(l— .r) 

die  Integrale  der  Gleichung  (1)  sind,  deren  Ableitungen  an  einer 
der  Stellen  .r  r^  0  und  x  r-z  1  verschwinden;    daraus  folgt  leicht 

_  i^o\b{l-$).(>o]bx  ^ 

'   ~  6Sin6  ^    -^  ^^' 

_  6Df6(l— j).GDJ6t  ^ 

"■"~  6  Sin  6  '     ''->  ^' 


4  Erster  Abschnitt.  §  1. 

Hier  kauu  nicht  ohne  weiteres  b  =  0  gesetzt  werden.  Das 
entspricht  der  Tatsache,  daß  im  Falle  (C)  beide  Enden  des  Stabes 
adiathcrmau  bedeckt  sind,  eine  Quelle  also  keinen  stationären 
^Värraezustand  ergeben  kann,  wenn  keine  Wärme  seitlich  aus- 
gestrahlt wird.     AYohl  aber  gilt  die  Gleichung 


lim 

b 


bezeichnet  man  den  hierdurch  längs  des  ganzen  Stabes  definierten 
Ausdruck  durch  w,  so  findet  man  leicht 


d'^xo dxv 

"dx^  ~    '     ~dx 


b=+  0 


0  ,  dxV    0  dw^  A  f"    7  A 

dx  dx  J 


0 


Auch  diese  Größe  ist  physikalisch  leicht  zu  deuten.  Sieht 
man  —  w  als  Temperatur  an,  so  ist  die  in  das  Element  d  x  durch 
Leitung  eintretende  Wärmemenge  der  Größe 

dw. ''  +  ''''  d^w    , 

dx  \x  dx^ 

proportional;  wenn  daher  in  diesem  Element  noch  eine  mit  d  x 
proportionale  Wärmemenge  etwa  als  Joulesche  Wärme  eines 
galvanischen  Stromes  erzeugt  wird,  und  die  Proportionalitäts- 
faktoren angemessen  gewählt  werden,  so  folgt 

d^w 

=— -  dx  A-  dx  =  0; 

dx^ 

d.  li.  die  eintretenden  Wärmemengen,  die  von  Leitung  und  Strom 
herrühren,  haben  die  algebraische  Summe  Null;  die  Temperatur 
jeder  Stelle  ist  von  der  Zeit  unabhängig.  Man  kann  also  —  w 
als  stationäre  Temperatur  bei  der  Grenzbediugung  (C)  betrachten, 
wenn  eine  negative  Quelle  wirkt  und  außerdem  überall  eine  kon- 
stante Wärmemenge  etwa  durch  einen  Strom  erzeugt  wird. 

Wir  bezeichnen  den  Fall  (C)  bei  der  Annahme  />  =  Ü  als 
den  ausgearteten,  da  er  analytisch  wie  physikalisch  den  anderen 
Fällen  gegenüber  als  Ausnahme  erscheint,  die  stets  besonders  zu 
untersuchen  ist. 

Bei  den  Randbedingungen  (B)  und  (D)  beschränken  wir  uns 
auf  den  l'all  />  =  0  und  erhalten  bei  ersterer 

w  =  X,    a;  <  I;     m;  —  |,    x  >  ^; 
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bei  letzterer 

(i  +  ;»x)(i  +  i/[i-ii) 

Ä  +  7/  +  Ai?  '        ^  "■ 

«  ') 

>  -• 

Hilfssatz  aus  der  Integralrechnung.     Quellenmäßig  dargestellte 

Funktionen. 

Die  Symmetrie  der  erhaltenen  Ausdrücke  bezüglich  der  bei- 
den Arj^umeute  x  und  |  ist  kein  Zufall.  Um  sie  als  notwendig 
einzusehen,  beginnen  wir  mit  einem  einfachen  Lemma  allgemeinen 
Charakters  aus  der  Integralrechnung. 

Ist  die  Funktion  fx  an  der  Stelle  |  so  unstetig,  daß  die 
Grenzwerte  f{^-\-Ö)  und  f{^  —  0)  endlich  und  bestimmt  sind, 
während  die  Ableitung  f  x  an  der  Stelle  |  stetig  bleibt,  so  gilt 
die  gewöhnliche  Grundgleichung  der  Integralrechnung 

h 
f/j  —  fa^\  f  x.dx 

nur,  solange  die  Strecke  von  a  bis  h  die  Stelle  t,  nicht  enthält 
Ist  dies  der  Fall  und  ist  ^  die  einzige  Unstetigkeitsstelle  zwischen 
a  und  6,  so  zerlege  mau  das  Integrationsiutervall  durch  den 
Wert  ^  in  zwei  Teile.     Dann  gilt  zunächst  die  Gleichung 


f^-fa  =  if'^ 


dx 


in  dem  Sinne,  daß  für  f  i,  der  Wert  genommen  wird,  gegen  den 
fx  konvergiert,  wenn  man  x  vom  Innern  des  Intcgrationsiuter- 
valls  des  letzten  Integrals  gegen  ^  heranrücken  läßt,  also  genauer 

a 

Ebenso  findet  man 

b 

fb-n^^^)  --\f.r.dx, 
also  auch 

fb  -fa=  f{l  +  0)  -  /(l  -  0)  -H  j  r  x.dx 


6  Erster  Abschnitt.  §  2. 

*  ,'-0  h  h  1-0 

oder        \f'.r.(lx  =  fx  -\- f  x  =^  f  J^     -\-fx 

i  a  s'  +  O  a  ^+0 

Wir  wenden  diese  Formel  auf  eine  der  in  §  1  hergestellten 
Größen  iv  an,  die  wir,  um  die  Abhängigkeit  von  der  Unstetigkeits- 
stelle  vor  Augen  zu  haben,  durch  K(x,  |)  und  als  Greensche 
Funktion  bezeichnen  wollen;  K'{x,  |),  K" {x,  ^)  seien  die  Ab- 
leitungen nach  dem  ersten  Argument.    Dann  hat  man  die  Gleichung 

(1)  K"{x,t)-b^K(x,^)  =  0, 

und  wenn  K(x,  t])  eine  Greensche  Funktion  mit  anderer  Uu- 
stetigkeitsstelle  bedeutet,  die  dieselben  Grenzbedingungen  erfüllt, 

(2)  K"{x,r])  —  h^K(x,  rj)  =  0. 

Bei  der  soeben  eingeführten  Voraussetzung  verschwindet  der 
Ausdruck 

M  =  K'  {X,  ^)  K(x,  n)  -  K{x,  I)  K'  (X,  rj) 

an  den  Grenzen  x  ^  0  und  x  =  1 ,  und  gelten  die  Gleichungen 

K'ix.t)  '~'=K'{x,ri)  "~'=  1. 

Nun  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2),  indem 
man  die  erste  mit  K{x,  r}),  die  zweite  mit  K{x,  ^)  multipliziert, 

K"  {X,  I)  Rix,  yj)  -  K"  Cr,  n)  K{x,  ^^)  =  0, 

und  die  linke  Seite  ist  die  offenbar  stetige  Ableitung  des  an  den 
Stellen  ^  und  >/  unstetigen  Ausdrucks  M.  Das  soeben  bewiesene 
Lemma  ergibt  also 


0  =  j  [K"  {X,  I)  K{x,  n)  -  K"  {X,  ii)K{x,  ^^)]  d  X 

0 

=  M 


n  .5  +  0  /;  +  0 


oder,  da,  wie  bemerkt,  die  Gleichungen 

J/jo  =  Jf  |i  =  0 
gelten, 


If-O 

3/!       -\-M 


»;-0 

=  0, 

»;  +  o 


l)assell)e    Resultat   ergibt  sich    auch   im    ausgearteten   Falle, 
forden  w  =  K{x,^) 
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gesetzt  wird,  aus  den  dann  geltenden  (ileirhuntren 

K"{x,  I)  -  1  =  0,      ^K{x,  z)uj     -z  0. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Greenschen  Funktionen  K 
zeigt  sich  an  der  Größe 

Fx  =  I  K{x,  a)  fa .  d  u , 

0 

in  der  unter  fa,  eine  Funktion  verstanden  werde,  die  auf  der 
Strecke  von  0  bis  1  gewisse  Stetigkeitseigenschaften  besitzt.  I'm 
diese  bequem  formulieren  zu  können,  wollen  wir  fx  auf  einem 
gewissen  Gebiet,  etwa  der  Strecke  von  x  ^=  0  bis  a:  =  1  stück- 
weise stetig  nennen,  wenn  diese  Strecke  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilpunkten  in  Teilstrecken  zerlegt  wird,  innerhalb 
deren  die  Größe  fx  stetig  ist,  während  sie  einem  endlichen 
Grenzwert  zustrebt,  wenn  man  sich  von  einer  beliebig  gewählten 
Seite  her  einem  der  Teilpunkte  annähert. 

Die  stückweise  stetigen  Funktionen  dürften  die  allgemeinsten 
unstetigen  Funktionen  einer  Variablen  sein,  die  in  den  Anwen- 
dungen vorkommen. 

Wenn  nun  /«  auf  der  Strecke  von  a  =  0  bis  cc  =  l  stück- 
weise stetig  ist,  so  gilt  die  Gleichung 

1 
F'x  =  I  K'{x,  a)ftt.ilu, 

0 

wie  man  erkennt,  wenn  man  Fx  aus  Integralen  zusammensetzt 
in  deren  Intervallen  der  Integrand  und  seine  ersten  Ableitungen 
stetig  sind.     Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 

X  1 

1^'x  =  ^K' (x,  a)  fu . f/a  4-  j  K' (.r,  u)fa  . du, 

0  X 

80  ergibt  sich  aus  ihr  für  eine  Stelle,  an  der  die  Funktion  fx 
stetig  ist, 

F"  X  =  j  K"  (j-,  «)  fa  .  (/  a  +  Ä '  (.r,  .r  —  0)  /  j 

0 

1 
-I-  j  K"{x,  u)fa.du  —  K'(x,  X  -\-0)fx, 
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oder  mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichung,  der  die  Größe  K 

unterworfen  ist, 
1 

F"x  =  h^  I  K{x,  a)fa.da  +  \K'{x,  x  —  0)  —  K' {:r,  x  +  Qi)fx 
(3)  ö 

=  h^Fx-^  [K'  {X,  x  —  Q)  —  K'  (x,  X  +  0)]  fx. 
An  den  Unstetigkeitsstellen  von  fx  bleibe  die  Größe  F"  Undefiniert. 
Nun  hat  der  Kern  K(x,  u)  in  allen  Fällen  des  §  1  die  Form 
(px  .i'u  oder  cpa.xl^x,  je  nachdem  x  <i  «  oder  x^  u  angenommen 
wird,  und  q)X,  i'X  sind  auf  der  Strecke  von  rr  =  0  bis  rr  =  1 
mit  ihren  Ableitungen  stetige  Funktionen  von  x;  also  gelten 
entsprechend  dem  Größenverhältnis  der  Werte  x  und  a  die  Be- 
ziehungen 

K'{x,a)  =  (p'x.i'a,     ^  <<  «, 

K'{x,a)  =  (pu.i}.''x,     :r  >  a, 
und  hieraus  ergibt  sich 
K'{x,x  —  0)  =  lim  K'ipc^x — e)  =^  lim  (fx.i>'{x  —  f)  =  q)X.t'JC^ 

K'(x-\-0,x)  =  lim  K'{x-^£,x)  =  lim  (p x . i>' {^ -\-  ^)  =  cp'x.i'x; 

£=  +  0  e=  +  0 

somit  folgt 

K'  {x,  x  —  0)  =  K'  {x  +  0,  x\ 
und  ebenso 

K'{x,  :c  +  0)  =  K'{x  —  0,  x), 

was  natürlich  auch  aus  den  expliziten  in  §  1  gegebenen  Aus- 
drücken von  K  verifiziert  werden  kann.  Die  Gleichung  (3)  ergibt 
also  an  jeder  Stetigkeitsstelle  der  Funktion  fx 

F"x  —  b^Fx=—fx.  [K' {x  —  0,x)  —  K'  {x  -f  0,  x)]  =  -  fx, 

und  dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch,  wenn  man  K{x,  |)  =  n? 
setzt,  so  daß  K"  =  1,  &  =  0,  unter  der  Voraussetzung 

^fa.da  =  0. 

0 

Der  Ausdruck  Fx  kann  offenbar  als  die  Temperatur  gedeutet 
werden,  die  erzielt  wird,  wenn  die  ganze  Strecke  von  0  bis  1  mit 
Quellen  von  der  Frgiebigkeit  fx  belegt  wird,  deren  jede  einen 
stationären  Zustand  hervorruft.  Kann  eine  Funktion  von  x  in 
die  Form  Fx  gebracht  werden,  so  sagen  wir,  sie  sei  (juellen- 
niiißig  dargestellt  oder  auch  kurz  quellenmäßig.    Sie  erfüllt 
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dann  offenbar  dieselben  Tirenzbedingungen  wie  die  Funktion 
K{x^  I),  mit  der  sie  gebildet  ist,  und  hat  stetige  Al)leitungen 
erster  und  stückweise  stetige  zweiter  Ordnung,  da  fx  stückweise 
stetig  sein  soll. 

Umgekehrt  läßt  sich  eine  stetige  Funktion  0.r,  die  eine 
stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  Ableitung  besitzt  und 
die  Grenzbedinguugen  der  (irölie  A'(./',  ^)  erfüllt,  quellenmäßig 
darstellen ;  im  ausgearteten  Falle  A'  =  w  ist  die  Bedingung 

1 
(4)  \Ou.da  =  0 

0 

hinzuzufügen. 

Sehen  wir  von  diesem  Fall  zunächst  ab,  so  ist  die  Größe 

fx  =  —0"X-^1^0X 

stückweise  stetig.  Multipliziert  man  sie  mit  K{x,  |)  und  addiert 
sie  zu  beiden  Seiten  der  mit  Ox  multiplizierten  Gleichung  (1), 
so  ergibt  sich 

0X.K" (x,  ^)-0"x.K {x,  I)  =  A (X,  I)  fx, 

-^Ä^x.K'  {X,  I)  -O'x.  K{x,  I)]  =  K{x,  I)  fx. 

Integriert  man  und  benutzt  das  obige  Lemma  der  Integralrech- 
nung, so  folgt 

[Ox.K'{x,t)-^'x.K(x,t)]\0x.K'{x,t)  '"" 

(5) 

=  \Kix,^)fx.(lx. 

0 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  verschwindet  aber,  da  die  Funk- 
tion 0./;  dieselben  Grenzbedingungen  wie  die  Green  sehe  Funktion 
erfüllen  soll;  somit  ergibt  sich 

0  ^  .  [IC  (I  -  0,  ^)  -  K'  a  -F  0, 1)]  =  0 1  =  j  A'  (a-,  1)  fx .  J  .r, 

0 

d.  h.  die  Funktion  O  erscheint  quellenmäßig  dargestellt. 

Im  ausgearteten  Falle  ist  die  Gleichung  (1)  durch  die 
Gleichung  K"{xA)-l  =  0 

zu  ersetzen;  das  in  der  Gleichung  (5)  hierdurch  erscheinende 
Glied  verschwindet  bei  der  Voraussetzung  (4)i^  und  man  erhält 
dasselbe  Resultat  wie  vorher. 


:  +  0 
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§  3. 

Übergang  zu  den  Integralgleichungen  und  einfachste 

Eigenschaften  derselben. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  das  Problem  der 
linearen  Wärmeleitung  wieder  auf  und  suchen  demgemäß  Lösungen 
der  Gleichungen  g^        ^^^ 

die   einer  der  Grenzbediugungen  (A),  ..,(D)  des  >j  1    unterworfen 
sind.     Dazu  führt  der  klassische  Ansatz  von  Daniel  BernouUi 

u  =  T.cpx, 
in  welchem  T  von  t  allein  abhängt.     Man  findet  sofort 


1  ilT        1  fd^ip  \ 


und  beide  Seiten  dieser  Gleichung  müssen,  da  sie  von  verschie- 
denen unabhängigen  Variablen  abhängen,  derselben  Konstanten 
gleich  sein,  die  wir  etwa  durch  — /i  —  b-  bezeichnen  wollen. 
Dann  ergibt  sich  weiter 

T=  e- (."  +  ''-", 

(1)  <P(p   , 

und  die  Größe  q)  muß  dieselben  Grenzbedingungen  wie  u  er- 
füllen. Sehen  wir  von  dem  Falle  ^  =  0  ab,  der  offenbar,  da  cp 
stetig  ist,  zu  dem  trivialen  Ergebnisse  cp  =  const.  führt,  so  folgt 
aus  der  Bedingung  (C) 

0 

wenn  daher  die  Funktion  (p  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen 
stetig  ist,  so  kann  sie  nach  §  2  in  allen  Fällen,  auch  dem  aus- 
gearteten, quellenmäßig  dargestellt  werden  mittels  der  zu  der  be- 
treffenden Greuzbedingung  gehörigen  Greenschen  Funktion,  etwa 
in  der  Form  ^ 

(2)  (px  =  \  K (t,  a) /■« .da. 

0 

Hieraus  folgt  nach  >5  2 

~ — -  —  b^wx  =  —  t  X, 
dx^  ^  '    ' 
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kombiniert  man  dies  Itesultat  mit  der  fUeichung  (1).  so  er- 
gibt sich 

fx  —  {b^  -\-  U)  (f>  .i\ 

und  aus  der  quellenmäßigen  Darstellunj;  (2)  folgt  die  Beziehung 
(3)  (px  :=  k  \  K{x,  a)(pa.du, 

0 

in  der 

zu  setzen  ist,  und  die  wir  als  homogene  Integralgleichung 
mit  der  Unbekannten  (p  bezeichnen.  Die  Greeusche  Funktion 
Ä'(x, «)  heißt  der  Kern  der  Integralgleichung,  jede  stetige 
Lösung  (px  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  und  die  Konstante  A, 
deren  Wert  zunächst  unbekannt  ist,  der  zugehörige  Eigenwert. 

Die  durchgeführte  Argumentation  zeigt,  daß.  abgesehen  von 
dem  Falle  (p  =  const.,  jede  der  gesuchten  Funktionen  cp  eine 
Lösung  der  Integralgleichung  (3)  ist.  Aber  auch  das  Umgekehrte 
gilt.  Denn  zunächst  erfüllt  jede  Eigenfunktion  dieselben  Grenz- 
bediuguugen  wie  der  Kern,  was,  wenn  dieser  an  einem  Ende  des 
Stabes  verschwindet,  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Daß  dasselbe 
auch  für  die  anderen  Grenzbedingungen  gilt,  zeigt  die  Gleichung 

X  1 

j     C  I      ,' 

Cp' X  =  A  -j—     K (x.  a)wa. d «  4-  l   ,  -     K ix,  a)  or  a . (/ a 
^  (l  X  J      ^       ^  dx  J  ^  ^ 

0  r 

1 

=  X  f  K' {x,  a)(pa.d a  -\-  A  [K{x,  x  —  0)  —  K{x,  x  -h  0)]  (p r 


=  A  1  Ä''  (x,  a)(pu.du. 

(I 

Im  Falle  (C),  1  =  0  hat  man  außerdem  die  Gleichung 

i 

{ K{x,  U)du  =  U, 

0 

also  auch  für  jede  Eigenfunktion 

^  q  a  .da  =  •>. 
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Sodann  ergibt  die  lutegralgleicliung  (3),  indem  man  ihre 
rechte  Seite  mit  der  Größe  Fx  des  §  2  identifiziert, 

^j^  —  b^  (px  =  —  l  (p  X  =  —(u-\-b^)(px 
oder  ff''^<P  ,  rv 

womit  das  Behauptete  bewiesen  ist. 

Um  die  Verbindung  zwischen  dem  Randwertproblem  und  der 
Integralgleichung  als  fruclitbar  zu  erkennen,  genügt  es,  einige 
der  einfachsten  Eigenschaften  der  Integralgleichungen  mit  stetigem, 
symmetrischem  Kern  zu  entwickeln. 

Es  seien  etwa  g?,,,,  (pn  zwei  zu  den  verschiedenen  Eigen- 
werten X„i  und  A„  gehörige  Eigenfunktioneu,  die  wir  normiert 
annehmen  können,  d.  h.  so  bestimmt,  daß  die  Gleichung 

Uq^ay-du  =  1 

0 

gilt.  Das  ist  möglich,  da  jede  Eigenfunktion,  mit  einer  Kon- 
stanten multipliziert,  Eigenfunktion  bleibt.  Dann  gelten  die 
Gleichungen 

1  1 

(p„^x  =  l,n  j  K (a:,  «)  g)„, u.du,     (p,^x  =  X„  [K{x,oi)cp„a. d a. 
0  oj 

Um  den  allgemeinen  Charakter  der  an  die  letzten  drei 
Gleichungen  zu  knüpfenden  Folgerungen  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  sie  in  der  unbestimmten  Form 

I  (<jp  «)- du  =  1,     q),n X  rrzz  A,„  I  A'(.r,  a)  cp,,,  a .d a, 
(4)  •'  .  •' 

cp„x  =  A„  I  K{x,  a)  (p„  a  .da 

schreiben  und  festsetzen,  daß  das  unbestimmte  Integralzeichen 
stets  die  Integration  über  dasjenige  Gebiet  bedeute,  das  in  der 
Integralgleichung  zugrunde  gelegt  wird  und  als  Grundgebiet 
bf'zeicluiet  werde.  In  den  bisher  behandelten  l'allen  ist  das 
Grundgebiet  die  Strecke  von  x  =  0  bis  x  =  1.  Nichts  hindert 
aber,  das  Grundgebiet  auch  mehrdimensional  zu  nehmen,  wobei 
dann  ./  und  u  nicht  Variable,  sondern  Stelleu  dieses  Gebiets 
bedeuten. 
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Multipliziert  man  nun  die  zweite  der  Gleichungen  (4)  mit 
l„(p„x,  die  dritte  mit  A„,  «jp^a;  und  integriert  über  das  Grund- 
gebiet, 80  ergibt  sich 

kn  ^(pnJC.cpmX.dx  =  A„  A,„  J  <h\(p„x.  |  K  {x,u)  (p,„a  .  (I  a, 

AmJ  (pmX.cpnX.dx  z=  A,„  A„  J  </x.cp„,x.  |  K {x,  «)  Cp„U.(la. 

Da  ferner  die  Funktionen  K  und  cp  im  Grundgebiet  stetig  sind, 
kann  mau  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  die  Inte- 
grationen vertauschen,  und  erkennt  so,  daß  die  rechts  stehenden 
Größen  gleich  sind.     Daraus  folgt  sofort 

(Am  —  A„)  j  q),„ x.(pnX.(Lv  r=  0, 

und,  da  A,„  von  A„  verschieden  ist, 

I  cp,nU.q)„cc  .da  =  0. 

Eine  solche  Beziehung  zweier  Funktionen  bezeichnen  -wir  als 
Orthogonalität  und  sagen  demgemäß:  Zwei  zu  verschiedenen 
Eigenwerten  gehörige  Eigenfunktionen  sind  zueinander 
orthogonal. 

Wäre  nun  einer  der  Eigenwerte  komplex,  der  Kern  aber 
reell,  so  wäre  offenbar  auch  die  dem  Eigenwert  konjugiert  ima- 
ginäre Grüße  ein  Eigenwert,  und  die  zugehörige  Eigenfunktion 
zu  der  dem  ersteren  Wert  zugehörigen  konjugiert.  Beide  Eigen- 
funktionen wären  ferner,  weil  zu  verschiedenen  Eigenwerten  ge- 
hörend, zueinander  orthogonal;  es  verschwände  also  das  Integral 
des  Produktes  zweier  konjugiert  imaginärer  Größen,  was  unmög- 
lich ist.  Die  Eigenwerte  eines  reellen  symmetrischen 
Kerns  sind  also  reell. 

Aus  den  erhaltenen  Sätzen  gewinnt  man  die  Hoffnung,  eine 
willkürliche  Funktion  auf  dem  Grundgebiet  nach  den  Eigen- 
funktiouen  entwickeln  zu  können,  wenn  diese  in  unendlicher  An- 
zahl vorhanden  sind.     Denn  macht  man  den  Ansatz 

1.30 

fX  =  y]A„(pnx, 

n 

und  integriert,  nachdem  man  mit  cp^x  multipliziert  hat,  glied- 
weise, so  findet  mau  für  den  Fall,  daß  die  Eigeufunktiouen  alle 
zu  verschiedenen  Eigenwerten  gehören, 

J /'«.qp ,„«.(/ a  =  A„^{cf),„uYdu  =  A.„. 
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Eine  mit  diesen  Koeffizienten  gel)ildete  Entwicklung  heiße 
eine  Fouriersche  im  weiteren  Sinne  des  Wortes.  Die  erhaltene 
Iteihe  wird  besonders  einfach,  wenn  man 

fx  =  K{x,  y) 
setzt.     Dann  findet  man  nämlich 

An  =  \  K (a,  ij)  cpnu.da  =  ^"^ 

und    die   Fouriersche   Entwicklung   des    Kerns   nimmt   folgende 
Gestalt  an:  ^ 

Diese  Gleichung  wollen  wir  als  bi lineare  Formel,  ihre 
rechte  Seite  als  bilineare  Reihe  bezeichnen.  Sie  ist  natür- 
lich ebensowenig  bewiesen,  wie  die  Fouriersche  Entwicklung 
von  fx.  Aber  eins  ist  schon  hier  zu  übersehen.  Gilt  die  biliueare 
Formel  und  konvergiert  die  bilineare  Reihe  gleichmcäßig  oder  sogar 
gleichmäßig  und  absolut,  so  kann  mit  einer  beliebigen  stetigen 
Funktion  fa  die  Gleichung 


Fx  = 


1,00  , 

K{x,  «)  fu.da  =  ^  ^"--     fa. .q),^u.da 


angesetzt  werden,  und  die  Integralgleichung  ergibt 
i  Fa.(p„a.da  =  j  (p^K .  d  a  ^  K{a,  ß)  f  ß  .  d  ß 
=  jfß.dßJK{u,ß)cp„cK.da 

=   ^^^^cp,,ß.fß.dß. 

Die  Koeffizienten  in  der  Entwicklung  von  Fx  sind  also  nach 
(hr  l'ourierschen  Regel  gebildet,  und  es  ist  unter  einer  der 
ausgesprochenen  Voraussetzungen  betreffs  der  bilinearen  Formel 
bewiesen,  daß  jede  quellenmäßig  darstellbare  Funktion 
in  eine  gleichmäßig  oder  gleichmäßig  und  absolut  kon- 
vergente Fouriersche  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Dasselbe  gilt  also  nach  §  2  von  jeder  den  Grenzbedingungen 
unterworfenen  l'unktion,  die  eine  stetige  erste  und  stückweise 
stetige  zweite  Ableitung  besitzt. 
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Die  hiermit  angebahnte  Entwicklung  einer  willkürlichen 
Funktion  wird  aucli  beim  Problem  der  Wärmeleitung  erfordert. 
Man  bildet  eine  Lösung  von  der  Form 

n 

und  sucht  sie  in  einem  gegebenen  Anfangszustand  anzupassen,  d.  h. 
ilie  Gröljen  A,,  so  zu  bestimmen,  daß  man  zur  Zeit  t  =  ()  eine 
gegebene  Funktion  fx  erhält.     Das  leistet  die  Gleichung 

fx  =^  A„cp„x. 

n 

Anwendung  auf  gewöhnliche  Fouriersche  Reihen. 

Die  durchgeführten  allgemeinen  Betrachtungen  wenden  wir 
auf  die  drei  Greuzbedinguugen  (A),  (B),  (C)  an,  indem  wir  b  ^  0 
setzen. 

Im  Falle  (A)  ist  der  Kern  nach  §  1   durch   die  Gleichungen 
.  K{x,^)  =  x{l-^),    x<^, 

^  ■^(■r,|)  =  |(l-x),    x>^ 

definiert,  und  die  Eigenfunktionen  sind  die  an  den  Stellen  x  ^=0 
und  X  =  1  verschwindenden  Lösungen  der  Gleichung 

also  die  Größen 

coust.  sin  n  tc  r, 

in  denen  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  oder,  wenn  man  normiert, 

g)„a:  =  |/2  sinn  nx\ 

der  zugehörige  Eigenwert  ist  dann  nach  §  3 

A„  =  u  =  >(-;r-, 

und  die  bilineare  Formel  demnach 

2  ^^smnnx  .sm  h:t^ 


(2)  A>,|)  =  ^2 


n» 


indem  links  einer  der  AVerte  (1)  einzusetzen  ist. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  direkt  beweisen,  indem  man  von  der 
elementaren  Formel 


,         1," 

■  +  2 


1.»  •    /      I    i\ 

sin  (n  +  7)  X 
cos vx  =  — jr-  I— ^Y  ^^— 
2SIU72: 
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ausgeht,  die  man  auch  auf  folgeude  Weise  schreiben  kann: 
1  -^'^cosvx  =  !i^(»!jili)^  _^  8in(n  +  i).-.0x; 


dabei  ist  die  Funktion  0x  mit  ihrer  Ableitung  stetig  auf  jeder 
Strecke,  die  mit  x  =  0  beginnt  und  nicht  bis  au  die  Stelle 
a-  =  2  ;r  heranreicht.     Integriert  man  nun,  so  ergibt  sich 

•'  ^ 

a;    ,    's^  sin  v  :t'       f  sin  (n  -f  ^)  a;  ,      ,    f  ^       •    /     ,   ,  x  ; 
-^  +  2u  —^  =]    -^-^^-^dx  +  J  «^a;.sin(n  +  \)dx 

**  0  0 

(»  +  1 '2)  X  X 

(3)  = dii-\-\Ox.s\n{n -\-\)xdx^ 

0  0 

und  das  letzte  Integral  der  rechten  Seite  wird,  wie  die  Gleichung 


X 

\ 


^         •     /      ,    1  \      7  ^       COS  (w  -f  \)  X  [' 

(X>x.sm{n -\-l)xdx  =  —Ox'       >>     '    2/     : 


«  +  ^ 


-f  \0'x ^    .   /^    dx 


zeigt,  mit  wachsenden  Werten  von  n  beliebig  klein.  Bei  positiven 
Werten  von  x,  die  kleiner  als  2  71  bleiben ,  erhält  man  daher  die 
Gleichung  ^  «, 

X    ,    >^  sin  11  X        C  sin  u   , 

2+2-1^  =  1-,--''"' 


und  wenn  x  ein  beliebiges  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  ;r  ge- 
legenes Intervall  durchläuft,  das  keinen  dieser  W^erte  selbst  ent- 
liält,  konvergiert  die  erhaltene  Reihe,  wie  man  aus  der  Formel  (3) 
leicht  ersieht,  gleichmäßig.  Als  AVert  des  Integrals  auf  der  rechten 
Seite  wird  sofort  i  n  gefunden,  indem  man  x  =  n  setzt. 

Aus  der  erhaltenen  Gleichung  ergibt  sich  weiter,  wenn  Xq 
und  .Tj  beliebige  Werte  zwischen  0  und  2  ;r  sind,  indem  man 
integriert. 


.2 ^2 


l.oo 


a;/  —  a;„'   ,    -e--,  cos  hXq  —  cos  nx,        tt  . 

Hier  konvergiert   die   links   auftretende  Reihe   in   beliebigen 
(lel)ieteu   der  Varialjlon   .r,,  und  ./•,    gloichmäliig,   ist   also   stetige 
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Funktion  dieser  Größen;   du    dasselbe  von   den   ül)rigen  Gliedern 
gilt,  so  ist  die  Gleichung  auch  richtig,  wenn  man  x^  =  0  setzt: 


1         ^  -.  cos  n  Xi        71  j\        Xf 


»i2  2  4 


Ersetzt    mau    nun   Xi    durch    n  —  x^,    indem    man    Xi    nicht 
größer  als  n  nimmt,  so  folgt 

,..        NT"    ^         X^  ^ — l)"coswa;i  71(71  — x^)       (:t  — .^1)2 

^^^       2-1  n-^  ~  2^  '^i  ~  2  4 


Addiert  man  beide  Gleichungen  und  setzt  dann  x^  =  0,   so 
findet  man  ,00  1  » 


■'^l2ny  4 

oder  j  ^  j  ^ 

2  -^  »«2  ~  4' '     ^  >?2  —  7i 


womit  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  übergeht: 

.^  -^  cos)?a;i  71^       X-       tcx^ 

^^  ^  1\^~  ~   6   "^  T  ~    2    ' 

n 

dabei  wird  vorausgesetzt 

0  ^  a-j  ^  2  ;r. 

Setzt  man  nun  eine  der  Gleichungen 

J'i  =  ^  (s  —  x\     Ä-i  =  ;r  (I  -I-  a) 

an,  indem  mau  unter  x  und  ^  echte  Brüche  versteht,  deren 
zweiter  der  größere  ist,  so  sind  die  für  x^  geltenden  Voraus- 
setzuugen  erfüllt,  und  mau  erhält  aus  der  Gleichung  (6) 


1,0c 

sin  n  n  x  sin  }17t  t 


7t-^x^  +  2  2  ^^—  =  ^'•'•' 

d.  h.  die  zu  erweisende  Gleichung  (2)  unter  der  Annahme  x  •<  |. 
Aus  der  Symmetrie  der  unendlichen  Reihe  folgt  weiter,  daß  für 
den  Fall  x  ^  h,  die  rechte  Seite  durch  tt-^.  zu  ersetzen  ist,  und 
damit  ist  die  bilineare  Formel  (2)  bewiesen.  Die  bilineare  Reihe 
konvergiert  offenbar  gleichmäßig  und  absolut'  in  jedem  Intervall 
der  Größen  x  und  |. 

Hieraus  folgt  nach  ^^  3 ,  daß  jede  quellenmäßig   dai-gestellte 
Funktion,  also  jede  Funktion,  die  auf  der  Strecke  von  x  =  Q 

K  ueser,  lutogralgleicliuiigen.     2.  Aiitl.  O 
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bis  X  =  1  mit  ihrer  ersten  Ableitung  stetig  ist,  eine  stück- 
weise stetige  zweite  Ableitung  besitzt  und  an  den  Enden 
der  Strecke  verschwindet,  auf  der  bezeichneten  Strecke 
in  eine  gleichmäßig  und  absolut  konvergente  Fourier- 
sche  Reihe  nach  den  Eigenfunktionen  slunnx  entwickelt 
werden  kann;  d.  h.  setzt  man  an 

l,oo 

fx  =  ^  yl„  ]'2  sin  HTTX, 

n 

so  haben  die  Koeffizienten  die  Werte 

A„  =  I  fci.\2  sin  n:i(y.du. 

0 

Ebenso  leicht  läßt  sich  der  Fall  der  Grenzbedingung  (B)  be- 
handeln.    Die  Eigeufunktionen   sind  die  Lösungen  der  Gleichung 

für  die  die  Bedingungen 

dw   1 

bestehen;  man  erhält  offenbar  als  normierte  Eigenfunktionen 

(pnX  =  y2^sin(«  —  ^)7r:r,     n  ^=  \^  2,  ... 
und  als  Eigenwerte 

Die  bilineare  Formel  ist  daher 

^  _  2    '^  sin(n  — ^)3ra:sin(n-i);r|  ^ 

t  _   2    ^  sm{n  —  ^)7cx  sin  {n  —  ^)  n- 1      „  ^  t 

S  —  ;ra  ^  (n-iy  .     ^  ^  .• 

fi  \         ./ 

Diese  Gleichungen  kann  man  leicht  aus  den  Formeln  (4) 
und  (.'))  ableiten,  indem  man  [eine  von  der  anderen  subtrahiert, 
dadurch  die  Summe 

1^  cos (2  )i  —  \)Xi 

^       (2«-l)^ 

bestimmt  und  in  den  Keihen  (7)  das  Produkt  der  Sinus  durch 
eine  Differenz  zweier  Cosinus  ersetzt.  Die  erhaltenen  Heiiien 
konvergieron    wiederum    in    belic])igcn  Strecken    gleichmäßig   und 
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absolut.  Mau  sclilieüt  hieraus  uach  §  3,  daß  eiue  stetige  Fuuk- 
tiou  f x^  die  den  IJedingungen 

/"O  =  0,     /'  1  =  0 

unterliegt  uud  eiue  stetige  erste  uud  stückweise  stetige 
zweite  Ableitung  besitzt,  auf  der  Strecke  von  x  =  0  bis 
X  =  \  in  die  gleichmäßig  und  absolut  konvergente  Reihe 

l,oo 

fx  =  2  Cn  sin  (n  —  l):tx 

n 

entwickelt  werden  kann,  wobei 

6'„  =  2  J  /■«  .  sin  (n  —  \)7ta(la. 

0 

Endlich  erschließt  man  aus  der  Gleichung  (6)  leicht  die 
Formeln 

a:2 -f- 12       t  \   i  -    -s^  cosnjtxcosHTt^ 

.^2-j-fc2  2    ^  COS  n  7t  X  COS  n  71^  ^ 

Das  ist  aber  die  bilineare  Formel  für  den  ausgearteten  Fall. 
Denn  die  linke  Seite  ist  nach  §  1  die  zugehörige  Green  sehe 
Funktion  Ä'(a;,|);  die  Eigenfunktionen  sind  nach  §  3  die  Lösungen 
der  Gleichung 


für  die 


dcp   " dqpi 

dx  dx  \  ' 


mit   Ausschluß    der   Konstanten;    sie    haben    also    normiert    die 

Gestalt  /- 

y2  cos»;rx,     ><  =  1,  2,  . .. 

und  die  Eigenwerte  sind  n^n-.  Da  ferner  die  bilineare  Reihe 
offenbar  gleichmäßig  und  absolut  konvergiert,  so  ergeben  die 
Sätze  des  §  3,  daß  eine  Funktion  fx,  die  dieselben  Stetig- 
keitseigenschaften besitzt,  wie  die  ebenso  bezeichnete 
in  den  Fällen  (A)  und  (B),  deren  Ableitung  an  den  Stelleu 
a:  =  0  und  .r  =  1  verschwindet,  die  ferner  die  (ileichung 

1 
(8)  \fu.da  =  0 
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erfüllt,  auf  der  Strecke  von  ä"  =  0  bis  ./'  =  1  in  die  gleicli- 
mäliig  und  absolut  konvergente  Reihe 

l,oo 

(9)  f^  =  ^  C„coin7tx 

mit  den  Koeffizienten 

C,i  =  2  \  fu.cos  n  jTocila 

entwickelt  werden  kann. 

Läßt  man  die  Relation  (8)  fallen,  so  braucht  in  der  Formel  (9) 
nur  ein  konstantes  Glied  hinzugefügt  zu  werden. 

§5. 
Fouriersche  Reihen  für  unstetige  Funktionen. 

Die  erhaltenen  Sätze  über  die  Darstellung  willkürlicher 
Funktionen  leisten  noch  nicht  alles,  was  in  den  Anwendungen 
von  der  Fouri ersehen  Reihe  verlangt  wird.  Um  allgemeinere 
Resultate  zu  gewinnen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  in  jedem  der 
drei  behandelten  Fälle  die  bilineare  Formel  als  Fouriersche  Ent- 
wicklung der  Größe  K{Xy  |)  betrachtet  werden  kann,  die  an 
der  Stelle  sc  =  ^  einen  unstetigen  Differentialquotienten  aufweist, 
also  nicht  mehr  zu  den  Funktionen  gehört,  die  in  den  Sätzen 
des  vj  4  als  entwickelbar  nachgewiesen  sind.  Bildet  mau  daher 
aus  beliebig  vielen  Summanden  das  Aggregat 

Ol  K  {x,  £i)  -f  «1  K(x,^c,)-{ , 

so  erhält  man  eine  Funktion,  deren  erste  Ableitung  an  den 
Stellen  ^i,£2»  •••  ^^ie  gegebenen  Sprünge  «1,0.^,  ...  aufweist,  deren 
zweite  Ableitung  stetig  ist,  und  die  in  eine  absolut  und  gleich- 
mäßig konvergente  Fouriersche  Reihe  entwickelt  werden  kann. 
Jetzt  sei  fx  irgend  eine  die  Grenzbedingungen  erfüllende 
Funktion,  deren  Ableitung  an  den  Stellen  |i,^2i...  so  unstetig 
ist,  daß  die  Gleichungen 

bestehen,  die  im  übri^'en  aber  von  ./•  =  <>  bis  ./  =  1  stetig  ist, 
während  f'.r  nur  stückweise  stetig  zu  sein  braucht.  Dann  hat 
die  Differenz 

tlix  =  fx  —  ,(,  K  (.r,  I,)  —  f/a  A'  (x,  I2)  —  •  •• 
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an  den  Stellen  ^j,  ^ai  •••  ^i^^  stetige  erste  Ableitung  und  iiber- 
liaupt  eine  stückweise  stetige  zweite  Ableitung;  sie  ist  also  (quellen- 
mäßig darstellbar  und  gehört  zu  den  Funktionen ,  die  nach  Ji  4 
in  eine  gleichmäßig  konvergente  Fouriersche  Reihe  entwickelt 
werden  können.  Dasselbe  gilt  daher  auch  wegen  der  bilinearen 
Formel  von 

fx  =  i>x-\-  Ui  K  {x,  i,)  +  «2 K  (JT,  I2)  H 

Entwickelt  werden  kann  also  eine  Funktion,  deren  Ableitung 
eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  macht,  während  im  übrigen  die 
in  den  Sätzen  des  §  4  geltenden  Voraussetzungen  bei  Bestand  bleiben. 

Um  auch  Funktionen  darzustellen,  die  selbst  unstetig  sind 
oder  die  Grenzbedingungen  nicht  erfüllen,  gehen  wir  von  folgen- 
dem allgemeinen  Satze  aus. 

Die  reelle  Variable  x  werde  auf  ein  Gebiet  @  beschränkt, 
und  in  diesem  sei  die  Reihe 

Fx  =  ^  f^x 

V 

gleichmäßig  konvergent.     Wenn  dann  im  Gebiet  6  auch  die  Reihe 

fx  =  2  f,x 

V 

gleichmäßig  konvergiert,   so  gilt  in  diesem  Gebiet  die  Gleichung 

(IFx 

—j —  =  jx. 
dx 

Wenn  nämlich  die  Strecke  von  ^'o  bis  x^  dem  Gebiet  ©  an- 
gehört, kann  man  die  Reihe  f  gliedweise  von  x^  bis  x-^  integrieren 
und  findet 

j  fx  .  dx  =  2  {/"."'•.  —  /V.'o)  =  Fx,  —  Fx^; 

dividiert  man  durch  x^ — Xq  und  läßt  x,  an  Xq  heranrücken,  so 
findet  man,  da  fx  stetig  ist,  sofort  die  behauptete  (Ueichung  aus 
dem  ersten  Mittelwertsatze  der  Integralrechnung. 

Differenziert  man,  um  diesen  Satz  anzuwenden,  die  bilineare 
Formel  im  Falle  (A),  auf  den  wir  uns  beschränken,  gliedweise, 
so  erhält  man  die  Reihe 

2    "^  sin  nn^  cos  n  n  x         1    -^  sin  n  n  (x  -\- 1) 


71     -^ 


^s 


^^>  •        ,0c 

1    -^  sin  n  Ä  (^  —  x) 


-^ 
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und  diese  konvergiert  nach  §  4  gleichmäßig,  wenn  \x  —  |  über 
einer  positiven,  aber  beliebig  kleinen  Grenze  liegt,  x -\- ^  da- 
gegen von  2  um  mehr  als  einen  festen  Betrag  verschieden  bleibt. 
Daraus  folgt 

,^.  T'//     vx         2   -^  cos nnx sin nnä 

(2)  A'(.r,J)  =  -2:-  ,„-      -     • 

II 

sobald  X  und  ^  auf  der  Strecke  von  0  lüs  1  liegen,  ohne  zu- 
sammenzufallen. 

Da  nun  nach  §  3  für  jede  Eigenfunktiou  die  Gleichung 


1 
~—  =    K'  {x,  a)  (pn (/..du 


besteht,  so  kann  die  erhaltene  Reihe,  wie  auch  die  allgemeinere 

^   (p'„X.(p„t 

als  Fouriersche  Reihe  betrachtet  werden,  die  man  mit  der  Größe 
K'  (x,  ^)  als  Funktion  von  |  bildet.  Die  Gleichung  (2)  gibt  da- 
her die  Fouriersche  Entwicklung  einer  Funktion  von  |,  die  an 
der  Stelle  x  unstetig  ist,  und  zwar  iu  der  Weise,  daß,  wenn  raan 
für  den  Augenblick 

K'(x,^)  =  i^ 

setzt,  die  folgende  Gleichung  gilt: 

\{x-0)-\(x+0)  =  -1. 

Der  Wert  der  erlialteneu  Reihe  an  der  Stelle  |  =  x  ist,  wie 
die  Gleichung  (1)  leicht  erkennen  läßt, 

i[fCr-0)  +  f(:c  +  0)]. 

Setzt  man   speziell  x  =  0,   so   erhält  man   die  Entwicklung 

ti 

und  die  dargestellte  Funktion  erfüllt  an  der  Stelle  ^  =  0  die 
(iren/l)('(lingung  der  Eigonfuidctioiien  nicht;  die  erhaltene  (ilei- 
chujig  gilt  hier  offenbar  nicht  mehr.  Entsprechendes  leistet  an 
der  Grenze  ^  =  1  die  Reihe 

2   ^  (—  l)"8innjr^ 
11 


A-(l,f)=-.'='  S 
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Der  mit  beliebigen  Konstanten  «, ^, A,,  ...  gebildete  Ausdruck 

Wx  =  a  K'  (0,  ./■)  —  h K'  {\,x)—  b,  K' {■>],,  x)  —  h^ K'  (i^^x) 

kann  dalier  nach  den  Eigenfunktionen  sin  nnx  auf  die  Fouriersche 
Weise  entwickelt  werden  und  sein  Verhalten  an  den  Grenzen 
a;  =  0  und  a:  =  1,  sowie  an  gewissen  Unstetigkeitsstellen  ist 
durch  folgende  Beziehungen  gekennzeichnet: 

WO  =  «,  W\=h,  W(,i„  -  U)  -  W{r]„  +  0)  =  b„. 

Der  Wert  der  Reihe  in  einer  Unstetigkeitsstelle  ist  wie  bei 
fl  das  arithmetische  Mittel  der  von  oben  und  unten  her  an- 
gestrebten Grenzwerte,  d.  h. 

Jetzt  sei  fx  eine  Funktion,  die  an  den  Stellen  >;i,  r,2^  ... 
unstetig  ist,  deren  erste  Ableitung  an  den  Stellen  |i,  ^2)  •••  un- 
stetig, im  übrigen  aber  stetig,  und  deren  zweite  Ableitung  stück- 
weise stetig  ist;  dabei  sei 

fO  =  a,  fl  =  h,  f'iU  -  0)  -  /•'  (i,n  +  0)  =  a„.,  /■(//„  -  0) 
_/(,;,.-f  0)  =  6„. 

Dann  ist  die  Differenz 

Fx  ==  fx  —  i'x  —  'F.f 

auf  der  ganzen  Strecke  von  a-  =  0  bis  a;  =  1  mit  ihrer  ersten 
Ableitung  stetig,  ihre  zweite  Ableitung  ist  stückweise  stetig  und  die 
Grenzbedingungen  der  Eigenfunktionen  werden  durch  Fx  erfüllt. 
Diese  Funktion  ist  also  nach  >^  4  auf  die  Fouriersche  Weise 
entwickelbar.  Dasselbe  gilt  aber  von  t-i-'  und  '/*\r,  mithin  auch 
von  fx;  nur  an  den  Grenzen  a:  =  0  und  x  =  l  versagt  die 
Darstellung  vielleicht,  weil  dies  beim  Ausdruck  Wx  möglich  ist, 
und  an  den  Unstetigkeitsstellen  liefert  die  Reihe  wie  die  für  Wx 
aufgestellte  das  arithmetische  Mittel  der  Grenzwerte  f{x  —  0) 
und  f{x  -f  0). 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  Funktionen,  die  mit  ihren  ersten 
beiden  Ableitungen  stückweise  stetig  sind,  durch  die 
Fouriersche  Sinusreihe  dargestellt  werden  können.  Ebenso 
wie  die  benutzten  Reihen  7i!'(r,|)  als  Funktionen  von  |,  konvergiert 
die  erhaltene  Fouriersche  Reihe  gleichmäßig  auf  jeder  Strecke, 
die  weder  einen  Unstetigkeitspunkt  der  dargestellten  Funktion 
enthält,  noch  eine  solche  der  Stellen  x  =  0  und  .r  =  1,  in  der 
die  dargestellte  Funktion  von  Null  verschieden  ist. 
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Die  Methode,  die  zu  diesem  Ergebnis  geführt  hat,  ist  offenbar 
allgemeinen  Charakters  und  ergibt  für  die  soeben  definierte  Klasse 
von  Funktionen  fx  sofort  auch,  daß  sie  nach  den  Tirößen 
sin  (jj  —  l)7cx  und  cos  nrcx  entwickelt  werden  können,  wobei  in 
letzterem  Falle  die  Bedingung 

1 

\fa.da  =  0 

ö 
aufzustellen   oder  in  der  Entwicklung   ein   konstantes  (ilied   ein- 
zufügen ist. 

§6. 
Das  Theorem  von  Hurwitz. 

In  allen  betrachteten  Fällen  ist  es  leicht,  eine  quellenmäßig 
darstellbare  Funktion  i^a:  zu  finden,  die  zu  einer  beliebigen  auf 
der  Strecke  von  a;  =  0  bis  x  =  1  stetigen  Funktion  fx  in  solcher 
Beziehung  steht,  daß  das  Integral 

D  =  \{fa  —  ipaydtt 

0 

so  klein  ist,  wie  man  will.  lu  der  Tat  kann  mau  zunächst,  ab- 
gesehen vom  ausgearteten  Falle,  eine  Funktion  ü'qX  konstruieren, 
die  geometrisch  durch  die  Ordinate  eines  Polygonzuges  dargestellt 
wird,  die  ferner  die  Grenzbedingungen  der  Eigenfunktionen  erfüllt 
und  der  Größe  i 

^0  =  j(/«-t/'oa)2(/« 

0 

einen  beliebig  kleinen  Wert  gibt;  denn  man  kann  bewirken,  daß 
die  Differenz  fu  —  i'^a  zwischen  a  =r  0  und  u  =  l  unter  einer 
vorgeschriebenen  Grenze  liegt,  abgesehen  von  gewissen  Teil- 
strecken jenes  Intervalls,  in  denen  die  bezeichnete  Größe  zwar 
nicht  beliebig  klein  ist,  wohl  aber  unter  einer  festen,  nur  durch 
die  Funktion  fu  bestimmten  Grenze  bleibt;  dann  ist  das  Integral  1)^ 
offenbar  beliebig  klein.     Ist  z.  B.  eine  der  Grenzbedingungen 

(jpO  =^  0, 

so  wird  auch  il'^O  =  0  zu  setzen  sein,  die  Differenz  WoOt  —  /«j 
also  auf  einer  l)eliebig  kleinen,  mit  der  Stelle  ./*  =  0  beginnenden 
Strecke  nicht  beliebig  klein  sein,  aber  unter  einer  festen,  durch 
ff)  bestimmten  Grenze  liegen. 
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Iiundet  man  uiin  die  Ecken  des  I'olygoiis,  dessen  Umfang 
die  Punkte  mit  der  Ordinate  iI'qX  enthält,  in  der  Weise  ab,  daß 
man  in  den  von  zwei  zusammenstoßenden  Seiten  gebildeten 
hohlen  Winkel  einen  diese  Seiten  berührenden  Kreisbogen  legt, 
so  hat  der  erhaltene  Kurveuzug  eine  Ordinate  j^x,  die  sich  bei 
angemessener  Wahl  der  abrundenden  Bögen  von  i'r^x  überall  um 
weniger  als  eine  vorgeschriebene  Große  unterscheidet;  ferner  ist 
die  erste  Ableitung  t'x  stetig,  die  zweite  Ableitung  stückweise 
stetig  und  die  Grenzbedingungen  sind  erfüllt.  Die  Funktion  il;x  ist 
also  nach  §  2  quellenmäßig  darstellbar  und  bewirkt,  daß  der  abso- 
lute Wert  des  Integrals  D  unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze  liegt. 

In  dem  ausgearteten  Falle  wollen  wir  der  Funktion  fx  die 
Bedingung  i 

\fa.da  =  0 

o 

auferlegen  und  die  Funktion  t^x  wie  bisher  konstruieren;  dann 
ist  auch  der  absolute  Wert  der  Größe 

1 
^  =   \xl'ada 

(I 

beliebig  klein  und  die  Funktion  i'a — »/  ist  quellenmäßig  dar- 
stellbar und  so  beschaffen,  daß  sie,  für  i/^-a  gesetzt,  dem  Integral  D 
einen  beliebig  kleinen  absoluten  Wert  gibt. 

Die  hiernach  in  allen  Fällen  definierte  Funktion  i'u  kann 
nach  §  4  in  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  nach  den  Eigen- 
funktionen entwickelt  werden;  es  gibt  daher  eine  endliche  Reihe 
von  der  Form 

^¥x  =  ^1 9i  a;  +  &a  ^Pa  -^  +  •  •  •  +  ^m  «JPm  J", 
die,  für  tx  gesetzt,  das  Integral  D  ebenfalls  so  klein  macht,  wie 
man  will.     Diese   ist   offenbar   wie  i' x  (luellenmäßig  darstellbar; 
setzt  man  nämlich 

@x  =  ^1 A,  (jTi  X  +  ^2  Ao  (pa-f  H h  b,„  A„.  <jr„.  X, 

so  rindet  man  sofort 

*i^x"  r-r  j  K{x,a)&(x.du. 

0 

Jetzt  multipliziere  man  die  bilineare  Formel 
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mit  faA")ii  und  integriere  nach  beiden  Variablen  von  0  bis  1; 
da  die  Eigenfuuktionen  zueinander  orthogonal  sind,  so  ist  offenbar, 
wenn  ni  >>  »,  i 

j  &x .(pmX .dx  =  0, 

0 

und  man  erhält  die  Gleichung 

II  \  1."' 

^JK{uß)fa.0ß.dadß=\fa.^Fu.,la  r^  ^<iJj.„ 

0  0  0  /' 

wobei  gesetzt  ist  ^ 

oder  " 

2  f  fu  .Wa.dx—2'^  a„  h,,  =  0. 

Da  ferner  offenbar  die  Gleichung 

1  1  .  Ml 

\{Wa)HJa  =  ^hl 
0  •" 

dai-aus  folgt,  daß  die  Funktionen  cpnX  normiert  und  zueinander 
orthogonal  sind,  so  gilt  die  Gleichung 

^  ^  1 .  m  1 ,  Hl 

M  =  J  (fa  -  Waf  f/«  =  j  {faydu  +  2  ''''  "  ^  S  ^'"  '^m 
0  0  "  " 

deren  linke  Seite  unter  einer  vorgeschriebenen  Größe  liegt  und 
in  der  Form 

^  1.  m  1,  iH 

M  =  f  {fayda  4-  2  ^/-  -  2  2  Ou  h, 

0  ."  ." 

1 .  «I  '  1 ,  »II 

/'  0 

geschrieben  werden  kann.     Nun  gilt  aber  die  Identität 

I  ]  1."' 

iV  =  j  (fu  —  iti  (jT'!« a,n(p,„ayda  =  |  (/'«)'-</«  — 2 ^''" 

(I  u  " 

die  aus  den  soeben  erwähnten  Eigenschaf  ton  der  Funktionen  (p„.v 
folgt;  die  Größe  M  zerfällt  also  in  zwei  nicht  negative  Sum- 
manden, deren  einer  N  ist.  Mithin  liegt  auch  diese  Größe  bei 
geeigneter  Wahl  der  Zahl  ni  unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze. 


§7. 


Liueare  Wärmeleitung. 
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Sie  Dimmt  .'i])er  olTenbar  ab,  wenn  man  m  vergrößert,  nähert  sich 
also,  wenn  man  m  über  alle  Grenzen  wachsen  läßt,  der  Null  an. 
(1.  h.  es  besteht  die  Gleichung 


die  ein  wichtiges  Theorem  von  ilurwitz  ausspricht. 
In  den  Fällen  (A)  und  (H)  hat  man  zu  setzen 
1  1 

a„  =  y  2  l  /■«  .  sin  iitiuiI «,      a„  =  y'  2  [  fu  .  sin  ()i  —  [)  n u. d a. 

0  0 

Will  man  im  Falle  (C)  die  Bedingung 
1 
ifu.du  =  U 

0 

wegschaffen.,  so  braucht  man  nur 

1 
c  =  1  fa.da 

0 

und  fu  —  c  für  fu  zu  setzen;  man  erhält  so  die  Gleichung 
j  (/'«  —  c)2  f?  w  ^  2 ''"  1      ^'"  "=  1  -  I  if^  —  ^')  COS  n  Tcada. 

0  "  0 

1 
=  y  2  [fci.  cos  n  TT  ci  d  u. 


oder 


l,oc 


n 
1 

\  fa . d  u 


\fa  .  cos  ti  TT  u  d  a 


Wärmeleitung  im  Ringe;  Eigenwerte  mit  mehreren 
zugehörigen  Eigenfunktionen. 

Bei  der  Wärmeleitung  in  einem  Kinge,  d.  h.  einem  linearen, 
in  sich  zurücklaufenden  Leiter,  sei  x  der  längs  desselben  ge- 
messene Abstand  von  einem  festen  Anfangspunkte,  1  die  Länge 
des  Ringes;  dann  ist  die  Temperatur  wie  in  §  3  Integral  der 
Gleichung 


du 
dt 


—  h^ii, 
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und  der  Umstand,   daß   zu    den  Werten  :r  =  0  und  x  :=  1  der- 
selbe Punkt  gehört,  fordert  die  Gleichungen 

du 


dx 


=  0. 

1 


Setzt  mau  dalier  wie  iu  §  H 

u  =  e-(."  +  ''-''^, 
so  ergibt  sich  die  Differentialgleichung 

(1)  j^  +  ^^  =  0 
mit  den  Grenzbedingungen 

(2)  ^'=^'=«- 

Die  sämtlichen  Lösungen  dieser  Aufgabe  sind  die  Konstante  mit 
dem  Werte  ^  =  0  und  die  mit  beliebigen  Koeffizienten  A„,  B„ 
gebildeten  Aggregate 

An  cos  2  n7tx-\-  .4„sin  2  nnx^    »  =  1,  2,  . . . , 
zu  denen  die  Werte  ft  =  ^n^n^  gehören. 

Diese  Größen  erscheinen  als  Lösungen  einer  Integralgleichung, 
deren  Kern  die  stationäre  Temperatur  ist,  die  von  einer  an  der 
Stelle  a;  =  I  wirkenden  Wärmequelle  herrührt,  wenn  gleichzeitig 
die  Wärme  durch  die  Oberfläche  des  Ringes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  ausstrahlt.  Eine  solche  Temperatur  werde  durch  tc  be- 
zeichnet und  durch  folgende  Gleichungen  charakterisiert: 

/o,        d^^*^        o  A  ^       dw  ^       -       dw 

^^^        dx« -'"'•  =  •''    '\,=  rfx,=  "'     1-^ 

man  findet  leicht  auf  der  Strecke  0<ix<i^ 

=  ^'^^\'{—^  +  I  — -D        d  IV  _  —ein  c  ( — ^  jf  J  —  7) 
2  c ©in  I  c  '       dx  2  ©in  { c 

und  auf  der  Strecke  l>.r>>^ 

_(.io\c{x  —  $  —  i)         d  IV  _  Sin  c{x  —  ^  —  l) 
2cSin^c       '       dx  23in.]r 

Ferner  ergeben  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3): 

1 
/     dcp  dw\    '-"      ,  C         ,  ^ 

oder,  wenn 


'— 0 

=  1; 

f  +  0 
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gesetzt  wird:  j 

(4 )  <px  =  ?.  [  K {x,  a)  (f  ry. .  d  u. 

0 

Umgekehrt  findet  man,  wenn 

Fz  =  { K{.i\  a)fu.  d  u 

0 

gesetzt  wiril  und  /'«  eine  stückweise  stetige  Funktion  ist, 

1 

(5)  F'  X  =  j  K'  {X,  «)  fa  .  d  a,  F" x  =  c' h  x  —  fx, 

0 

SO  daß  aus  der  Integralgleichung  (4)  immer  folgt 

Cp"  X  =  C'fpX  —  l(fX  =   —  ^(p  X. 

Die  Kaudwertaufgabe  (1),  (2)  und  die  Integralgleichung  (4)  haben 
also  auch  hier  genau  dieselben  Lösungen,  und  die  zweite  Glei- 
chung (5)  führt  wie  früher  zu  dem  Satze,  daß  jede  Funktion,  die 
die  Randbedingungen  erfüllt,  eine  stetige  erste  und  stückweise 
stetige  zweite  Ableitung  besitzt,  in  der  Form  Fx,  also  quellen- 
mäßig dargestellt  werden  kann. 

Das  Besondere  gegenüber  den   früher  behandelten  Aufgaben 
ist  hier,  daß  jedem  Eigenwerte 

abgesehen  vom  Werte  l^  =  c^,  zwei  zueinander  orthogonale  nor- 
mierte Eigenfunktionen 

y'  2  cos  2nnXy  y  2  sin  2  « TT  a: 
zugehören,  denen  beliebige,  mit  konstanten  Koeffizienten  gebildete 
Aggregate  aus  ihnen  beigesellt  werden  können;  zum  Eigenwert 
Aj  :=  c2  gehört  als  einzige  normierte  Eigenfunktion  die  Kon- 
stante 1.  Als  bilineare  Formel  würde  man  also  geneigt  sein, 
folgende  Gleichung  anzusetzen: 

^    1  4^cos2  nÄXC0s2w:t| -f  sin2rj3ra'sin2n:r| 

1    1    9  '^  cos  2n7i  {x  —  ^) 

—   ^  +        -2j  ~ca  _j_'4  „  9  ;r2       ' 
n 

und  diese  Gleichung  bestätigt  sich  leicht,  wenn  man  dio  Funktion 
Gof«a:  in  eine  Cosinusreihe  entwickelt;  man  erhält  nämlich 

o     ^-       (    l      ,    N^(—  l)"cos»j.-rx| 

Od)  a  X  =  2  a  Bin  «.,,+  >.    — i  . — r', —    • 
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Hieraus  erschließt  man  nach  der  Methode  des  §  5  die  bekannten 
Sätze  über  die  Darstellung  einer  periodischen  Funktion  durch  die 
Tüuriersche  Sinus-Cosinusreihe,  wobei  für  fx  dieselben  Singula- 
ritäten wie  in  §  5  zugelassen  werden. 

Schreibt  man  die  bilineare  Formel  in  der  Gestalt 

w.,  tA        1   _  ^■^cos2n;r(^--t) 

11 
so  kann  man  auch  c  =  0  setzen;  die  linke  Seite  geht  dann  z.  B., 
wenn  x<ii,  ist,  in  den  Ausdruck 

hm  I "ä '  —  '■!  ^^  J    T-  24' 

^=o|        2c(5in^  ( 

wenn  .r>»^,  in  den  Wert 

über.  Bezeichnet  man  die  hiermit  definierte  symmetrische  Funktion 
von  X  und  |  durch  K{j\  |),  so  gilt  die  Gleichung 

-^         4r7^/2cos2w:7ra;.y2cos2w:nrH-y  2sin2nÄa;.y2  8in2n3t| 

n 

die  auch  aus  den  Formeln  des  §  4  leicht  verifiziert  werden  kann. 
Mau  sieht  aus  dieser  Formel,  daß  die  Größen 

(0)  y2cos2»i;rx-,      y 2sin2«:r.?-,     n  =  1,  2,  ... 

die  beiden  zum  Eigenwerte  in^Ti^  gehörigen  normierten  Eigen- 
funktionen des  neuen  Kerns  sind,  der  seinerseits  die  Gleichungen 

1 
K"  (.r,  t)  _  1  =  0,      I  K{a,  x)  dcc  =  0 

0 

erfüllt.  Mit  diesem  Kern  sind  also,  ähnlich  wie  nach  §  3  mit  r\ 
nur  die  Funktionen  fx  quellenmäßig  darstellbar,  die  die  oben 
geforderten  Eigenschaften  besitzen   und   außerdem  die  Gleichung 

1 
(7)  |7«.(/a  =  0 

0 

erfüllen.  Nach  den  Eigenfunktionen  (0)  sind  also  nicht  beliebige 
willkürliche  Funktionen  von  der  beim  vorigen  Kern  geforderten 
Beschall cnhoit  zu  entwickeln,  sondern  nur  solche,  die  die  Glei- 
chung (7)  erfüllen,  was  natürlich  sofort  bewirkt  wird,  indem  man 
einen  konstanten  Summanden  hinzufügt.  Damit  ist  wiederum  die 
FourierselK'  Siims-Cosinnsreihe  abjxelcitet. 


Zweiter  Abschnitt. 

iHtegral^leicliuiiüeii  und  Sclnviiiiruiiücii  linoarer 
Masseus)  steine. 


§8. 
Integralgleichungen  und  freie  Schwingungen. 

Zu  Anwendungen  der  Integralgleichungen  auf  das  Gebiet  der 
Mechanik  führen  die  folgenden  Betrachtungen. 

In  einem  stetig  zusammenhängenden  Massensystem  von  einer 
Dimension  sei  dx  das  Massenelement,  x  die  Gesamtmasse  des 
Stückes  vom  Anfangspunkt  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  hin. 
Das  System  sei  imstande,  um  eine  Gleichgewichtslage  kleine 
Schwingungen,  d.  h.  rein  periodische  Bewegungen  von  kleiner 
Amplitude  auszufüliren.  Die  Parameter,  die  die  möglichen  Lagen 
des  Systems  bezeichnen,  seien  (^„,  wobei  n  hier  wie  fortan  stets 
eine  bestimmte  endliche  oder  unendliche  Reihe  von  Zahlen  1,  2,... 
repräsentiere;  von  den  Schwierigkeiten  des  Unendlichen  sehen  wir 
ab,  solange  die  entwickelten  Formeln  nur  als  Wegweiser  dienen. 
Die  Größen  2„  seien  ferner  so  gewählt,  daß  dem  Wertsystem 
fy„  =  0  die  Gleichgewichtslage  entspricht,  und  daß  die  Differential- 
gleichungen der  kleinen  Eigenschwingungen  die  Gestalt 

annehmen,  wobei  A„  positive  Konstante  seien.  Diese  Gleichungen 
ergeben  sich  als  Bewegungsgleichungen  nach  der  Regel  von 
Lagrange,  wenn   die  lebendige  Kraft  des  Systems  in  der  Form 

ti 

die  potentielle  Energie  in  der  Form 

n 

angesetzt  wird. 
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Bei  kleinen  Schwingungen  um  die  Lage  q»  =  0  kann  die 
Yerrückung  jedes  Masseupunktes  aus  seiner  (üeicligewichtslage, 
die  wir  durch  u  bezeichnen,  als  lineare  Funktion  der  Grölien  (/„ 
angesehen  werden;  sie  sei  etwa 

n 

und  sei  in  jedem  Massenelement  nur  in  einer  bestimmten  Rich- 
tung und  der  ihr  entgegengesetzten  möglich. 

Dann  gilt  für  die  lebendige  Kraft  auch  der  Ausdruck: 


2  J  \dtj     "         -2  J  \-^   dt 

in  dem  das  Integralzeichen  wie  fortan  stets  die  Integration  über 
das  ganze  Massensystem  bezeichne.  Vergleicht  man  die  beiden 
Ausdrücke  von  J",  so  ergeben  sich  sofort  die  Beziehungen 

J  {(pnxydx  =  1,        I  q,,x.(f,„x.dx  =  0  (m  ^  »0- 

Auf  das  betrachtete  System,  das  wir  in  beliebiger  von  der 
Gleichgewichtslage  wenig  abweichender  Lage  voraussetzen,  'wirke 
von  außen  her  ein  Kraftsystem  Ä,  das  an  jeder  Stelle  x  die 
Arbeit  Xdudx  leistet,  wenn  die  Verrückung  u  dnrcli  n -{- d  n 
ersetzt  wird.     Da  nun  offenbar  die  Gleichung 

du  =  S  cpu'V-Öq,, 

n 

gilt,  wenn  der  Verschiebung  du  an  den  Parametern  q„  die  Varia- 
tionen dq„   entsprechen,   so  ist  die  gesamte   Arbeitsleistung   der 

Kräfte  ii  .  ^  ^      .  ^. 

\\di(d.r  =  ^  0(]n  )  Xq>nX.dx 
•  (I  • 

oder  ^^ 

ti 

wenn  die  den  Parametern  (/„  entsprechenden  Kraftkomponenten 
im  allgemeineren  Sinne  des  Wortes  diirdi  die  Gleichungen 

Qn  =  J  X(p„x.dx 
definiert  werden. 

Die  gesamte  virtuelle  Arbeit,  die  das  Kraftsystem  Si  zusammen 
mit  den  inneren  Kräften  des  Systems  leistet,  ist  hiernach 

- ö  V  +  v;  v„ <^ <jn  =  ^( (^  - 1 1^^ ) '> 7.. . 
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und    die    liewegungsgleichungen    erhalten    nach    der    Kegel    von 
Lagrange  die  Form 


dt^ 


-\-   Kfln    =    Qn- 


Speziell   werde   das    Kraftsystem  S\   so  gewählt,   daß   es  das 
Massensystem   im  (lleichgewicht   hält.     I)anu  bestehen  die  Glei- 

da  nun  allgemein 

n  =  V  q,,  fpnX 


gesetzt  wird,  so  bewirkt  das  Kraftsystem  5?  die  Verrückung 


Weiter  werde  das  System  .U  dahin  spezialisiert,  daß  nur  an 
einer  Stelle  o:  =  |  eine  Kraft  wirke.  Man  nähert  sich  diesem 
Zustande,  wenn  man  die  Funktion  X  nur  in  der  Nähe  der  Stelle  | 
große,  von  Null  verschiedene  Werte  annehmen,  sie  im  übrigen 
verschwinden  läßt,  dabei  aber  die  Gleichung 

\Xdx=  1 

festhält.  Dann  reduziert  sich  das  die  Arbeit  darstellende  Integral 
auf  den  Ausdruck 

\  Xöuilx  z=  8u\         '\Xdx=^du  ; 

die  Arbeit  der  punktuell  gewordenen  Kraft  wird  also  durch  die 
Verrückung  6u  seli)st  gemessen,  und  die  Komponente  der  Kraft 
in  der  Richtung  der  Verrückung  u  hat  die  Intensität  Eins.  Ähnlich 
reduziert  sicli  die  Kraftkomponente   Q„  auf  die  Form 

Qn  =     X(p„a-.dx  =  <p„t      Xdx  =  (p„$, 

und  für  die  Vcniickung  erhält  man  den  Ausdruck 

n 

der  in  ./•  und  t  symniitrisch  ist  und  durch  A'(.'',  |)  bezeichnet 
werde. 

Knoaer,  lutegralglcichuni^cn.     2.  Aiitl.  -j 
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Multipliziert  man  die  erhaltene  Gleichung  mit  einer  be- 
stimmten, aber  heliel)ig  gewählten  Funktion  cp,,,^  und  integriert 
nach  I  über  das  Massensystem,  so  findet  man  mit  Itücksicht  auf 
die  Gleichungen 

\((p„ji)-dx  =:  1,       I  cp,„r.cp„:i: .(Ix  =  U  {m  ^  n) 
sofort  die  Integralgleichung 

(p,„x  =  X,„  1  A'(x,  |)(jD„,|.(/i. 

Die  Funktionen  <jp„.r  sind  also  Eigenfunktionen  des  sym- 
metrischen Kerns  K  (.r,  |),  der  gewissermaßen  von  der  bilinearen 
Formel  ausgehend  konstruiert  wird.  Die  zugehörigen  Eigenwerte 
sind  A,„  und  die  mechanische  Bedeutung  des  Kerns  als  Verrückung 
ist  vollkommen  ersichtlich;  wir  bezeichnen  ihn  zweckmäßig  auch 
als  Greensche  Funktion.  Das  Grundgebiet  ist  das  ganze 
bewegte  Massensystem. 

Diese  Betrachtungen  brauchen  nur  wenig  abgeändert  zu 
werden,  wenn  dämpfende  Kräfte  von  gewissen  einfachen  Typen 
wirksam  sind,  nämlich  solche,  die  von  einer  Zerstreuungsfunktion 
abhängig  sind.  Unter  einer  solchen  verstehen  wir  eine  quadra- 
tische Form  1  ,/,,    ,/,, 

^  ~  Y^^'""  at    dt' 

deren  Koeffizienten  Konstante  sind;  setzt  man 

dqn 

so  lauten  die  verallgemeinerten  Lagrangeschen  Gleichungen 
folgendermaßen: 

''^  ~di\d<iJ       dqn  '^dq,,-^  dg„-  ^"' 

also  wenn  T  und    F  die  vorausgesetzte  spezielle  Form  haben: 

il^qn   ,    x^,       d'ln,    ,    ,  .> 

dfi   ^  -^    dt    ^     "'  ^  ' 

Hieraus  aber  lassen  sich  betreffs  einer  vorausgesetzten  Kuhelage 
des  Systems  unter  der  Wirkung  der  Kräfte  ,Si  genau  dieselben 
Schlüsse  ziehen  wie  oben,  da  die  mit  den  Koeffizienten  b  behafteten 
(ilit'dcr  wogfallen.     Speziell  folgt,  daß  die  Formel 
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gültig  bleibt;  die  Funktionen  (p,,  sind  überbaujjt  ihrer  Detinition 
nach  von  der  Zerstreuungsfunktion  F  unabhängig. 

Die  Gleichungen  (1)  haben  auch  noch  eine  liedcutung,  wenn 
man  T  als  identisch  verschwindend  ansieht;  sie  gel>en  dann  die 
Gesetze  der  Wärmebewegung  an.  Sind  nämlich  etwa  m,,  Ho,  ... 
die  Temperaturen  einzelner  fester  materieller  Punkte,  die  allein 
von  einander  tliermisch  beeinflußt  werden,  so  hat  man  Gleichungen 
von  der  Form  ?  ^^ 


dt 


^ j  -^mri  (''m  —  ^'»i)' 


wobei  die  Grölien  A  von  der  Zeit  unabhängig  sind  und  ungeändert 
bleiben,  wenn  man  die  Zeiger  vertauscht.  Man  kann  daher  die 
letzte  Gleichung  auch  in  der  Form 

du„  d  V 

dt  b  Un 

schreiben,  wobei  V  eine  Funktion  der  Größen  u„  ist.  Sieht  man 
diese  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktsystems  an, 
80  erkennt  man,  daß  die  Wärmegleichungen  aus  den  Bewegungs- 
gleichungen  ^^„^    ,    f^»  _  _  ^ 

^""f/<2     "^     dt     ~  dUn 

entstehen,  indem  man  die  Massen  ,u„  =  0  setzt.  Diese  (üeichungen 
gehören  einem  System  an,  in  welchem  Widerstände  wirken, 
außerdem  aber  konservative  Kräfte,  die  eine  potentielle  Energie 
V  ergeben. 

Denkt  man  sich  in  einem  solchen  System  allgemeine  Koordi- 
naten q  eingeführt,  so  erhält  mau  die  Gleichungen 

zur  Darstellung  einer  freien  Bewegung  des  Systems,  und  diese 
Form  bleibt,  wenn  man  die  Zahl  der  Punkte  ins  l'nendliche 
vfachsen  läßt.     Dann  ist  die  Temperatur  u  in  der  Form 

n 

darzustellen,  und  wenn  wir  jetzt  annehmen,  'J /•' sei  einfach  die 
Summe  der  Quadrate  der  Größen  7,  so  erhalten  wir  ebenso  wie 
oben  aus  der  entsprechenden  für  7'  geltenden  Voraussetzung  auch 
jetzt  die  Gleichungen 

j  gi„«  .  (p,„«  .r/«  ^0,       I  ((jr„ «)-'(/«     -  I. 

3* 
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Die  oben  mit  dein  Kraftsystem  S\  ausgeführte  riitersuchung  ver- 
anlaßt uns  hier,  in  einem  Punkte  eine  Wärme(|uelle  wirken  zu 
lassen,  als  Analogon  der  i)unktuellen  Kraft.  Damit  ist  der  An- 
satz, der  im  ersten  Abschnitte  zu  den  Greenschen  Funktionen 
führte,  als  spezieller  Fall  des  in  diesem  Paragraphen  entwickelten 
erkannt. 

Die  Bewegungsgleichungen  (2)  geben,  wenn  F dieselbe  Gestalt 
hat  wie  oben, 

und  die  gesuchte  Temperatur  erscheint  in  der  Form 

also  ganz  wie  man  es  in  der  klassischen  Wärmeleituni^stheorie 
gewohnt  ist. 

§9. 
Anwendungen:  die  schwingende  Saite. 

Als  einfachstes  Beispiel  für  die  Theorie  des  >j  8  werde  eine 
Saite  von  der  Länge  und  linearen  Dichtigkeit  Eins  betrachtet, 
die  längs  der  it-Achse  gespannt  ist;  für  die  seitliche  Verrückung  n 
gilt  bekanntlich,  wenn  die  Zeiteinheit  passend  gewählt  wird,  die 
Differentialgleichung 

mit  den  Grenzbedingungen 

(2j  u   0  =  «   1  =  0. 

Die  Differentialgleichung  beruht  darauf,  daß  cu  dx  die  zur 
Saite  senkrechte  Komponente  der  in  der  Richtung  wachsender  .r 
wirkenden  .Spannung  ist;  auf  das  Massenelement  il x  wirken  daher 
in  seitlicher  Piichtung  die  Kräfte 

du       du   "^  ^''-^ 
~ dx'      di 

deren  algebraische  Summe  den)  Produkt  <lx.  ,  gleichzu- 
setzen ist. 

Ilcrrsciit  (ilciehgewiciit  und  wirkt  eine  äußere  Kraft  J\  so 
li.it  man  als  Bedingung  des  Gleichgewichtes  die  Gleichung 

<'0  /•  f  ''"  '"■"=  ü, 

äx  ., 
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oder,  wenn  die  betrachtete  Stelle  durch  |  bezeichnet  und  die 
Kraftintensitiit  =  1  gesetzt  wird, 

ilu  '=-"_  ^ 

llx    «  +  o~       ' 

und  für  die  Verrückung  h  gilt  allgemein  die  Differentialgleichung 

—  —  0 

mit  den  Grenzbedingungen  (2).  Hieraus  folgt,  wie  schon  in  §  1 
benutzt  wurde,  wenn  man  u  durch  A'(./;,  |)  ersetzt, 

K{x,^)  =  a-(l— t),     X  <  I, 

A'Cr,!)  =  U^-^h     '^•>^ 

und  als  Ordinate  aufgetragen  ergibt  diese  Größe  eine  Kurve,  die 
man  als  Gestalt  der  in  einem  Punkte  durch  eine  seitliche  Kraft 
beeinflußten  Saite  erwartet,  die  gebrochene  Linie. 

Nach  ^  8  machen  wir  nun  den  allgemeinen  Ansatz 

H    =    S  'In  fpn  X, 
n 

wobei  <l,^  eine  Funktion  der  Zeit  ist  und  eine  Gleichung  von  der 
Form 

dP  "rK'ln^^^ 

gilt.  Betrachten  wir  speziell  eine  Bewegung,  bei  der  ([„  allein 
von  Null  verschiedene  Werte  annimmt,  und  setzen  in  der 
Gleichung  (1) 

so  ergibt  sich  sofort 

1    d^tpn  _    1    d^q„  _  d-^q>„        j    ^    _  ,, 

q>~n   dx^  --^^    dt^-  ~'^"'      d,:^'  +  ^"^"  -  '*' 

und  aus  den  Bedingungen  (2)  folgt 

(pnO  =  (p„  l  —  0. 

Die  Grüße  q)„  muß  also  bis  auf  eiuen  konstanten  Faktur  der 

Sinus  eines  ganzzahligen   Vielfachen   von   ttj-  sein,  etwa,   indem 

wir  normieren, 

g„.r  =  y  2sin  htcx, 

und  hieraus  ergibt  sich 
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Die  liiliueare  Formel  nimmt  folgende  Gestalt  an: 
2    '^—t  sin»» ;rj: sinn ;r| 


K 


^(^'^)-;.s 


sie  ist  wirklich  richtig,  was  aus  §  8  nicht  mit  Sicherheit  ge- 
schlossen werden,  nur  vermutet  werden  kann;  denn  sie  ist  mit 
der  in  J;  4  streng  bewiesenen  Formel  (2)  identisch. 

Die  Größen  7,,  bestimmen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den 
Werten  von  u  und  du  et  zur  Zeit  #  :=  0,  die  etwa  fx  und  tx 
seien,  wobei  offenbar 

/•O  =  t/'O  =3  /"l  =  1/-1  =  0 
sein  muß. 

Man  setzt  an 

(4)  u  =  2  (^n  cos  UTit  -f-  I>„  sin  n  71 1)  sin  u  n  ,/• 

und  fordert  die  Gleichungen 

fx  =  ^t  Ät^sinuTix^       i<x  =:  71^^  nB„TAnn7rx. 

11  >i 

Diese  Gleichungen  sind  nach  ij  4  zu  erfüllen,  und  die  erhal- 
tenen Reihen  konvergieren  absolut  und  gleichmäßig,  wenn  fx 
und  il'x  stetige  Funktionen  sind  und  stückweise  stetige  erste  und 
zweite  Ableitungen  besitzen;  in  derselben  Weise  konvergiert  also 
die  Reihe  (4).  Sind  speziell  auch  die  Ableitungen  dritter  und 
vierter  Ordnung  stückweise  stetig,  so  sieht  man  aus  den  Formeln 

1 

—  A„  =     fa .  sin  n  tt  u  .  d  a , 


cos  u  na  , 
du 
nn 


f  .  cosnn-a    ''        { 

ja.  sin  itTTuda  =  —  /  k  •    —  -f  1  /  f^- 

J  MJr        „   '    J  ' 

n  (I 

cosnnu    ''  .    ,,,       8inj/;ra    ''       f  „,,       8in»;ra   , 

1  1 

/>/, .  sin  n  TTa.du  r=  —     „    ^\  f"  u  .  sin  )i  -t  u  .dr/., 

J  »2;j-2    ) 

den  analogen  mit  der  Funktion  f  gebildeten  Gleichungen  und 
den  Darstellungssätzen  des  ij  5,  daß  der  Ausdruck  (4)  nach  .r 
und  i  zweimal  gliedweise  differenziert  werden  daif  und,  fiii'  m 
gesetzt,  in  der  Tat  die  Gjeirlning  (1)  erfüllt. 
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Für  die  poteutiellc  Energie  hat  man  nach  §  8  die  Reihe 


anzusetzen.     Dit.'  TiröUen  Tinij,,  sind  die  Koeffizienten  in  der  Kut- 
wickelung  der  Grö 
gilt  die  Gleicluing 


CK 

Wickelung  der  Größe  ^      nach  den  Funktionen  cosjj.t/,  und   ea 


\  ^-  dx  =  0. 
1  dx 

0 

Ist  daher  die  Größe  du  ex  nur  stetig,  so  kann  man  das  in 
§  6  abgeleitete  Hurwitz  sehe  Theorem  anwenden  und  findet  für  di«- 
potentielle  Energie  den  Ausdruck 

der   sich   auch   aus  mechanischen  Erwcägungen  rechtfertigen  läßt. 

i;  10. 
Schwingungen  des  frei  herabhängenden  Seiles. 

Ein  zweites  Beispiel  zum  J;  S  bietet  die  Schwingung  des 
homogenen  hängenden  Seiles  dar.  Seine  Länge  und  sein  Gewicht 
seien  Eins,  die  .i-Achse  der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt, 
deren  Beschleunigung  etwa  durch  passende  Zeiteinheit  =  1  ge- 
macht sei.  Ferner  sei  a:  ^  -(-  1  der  Aufhängepunkt  und  x  =^  0 
das  freie  Ende;  endlich  sei  u  die  Verrückung  senkrecht  zur  .r- Achse. 
Dann  wirkt  auf  irgend  ein  Element  dx  abwärts  die  Spannung  j\, 
aufwärts  die  Spannung  x -{-  dx,  und  die  zur  ar-Achse  senkrechten 
Komponenten  dieser  Kräfte  sind 

du  du  ■'+''' 

<•)  — 'äS'    ^8^  • 

80  daß  man  als  Beweguugsgleichung  erhält 
8>M  _      du  *  +  '^'      d^u 

Setzt  man  speziell 

i(  --  7„(jp„.r, 
so  ergibt  sich 


P  ~  d  T  V  d  X ' 


1     d-^<l„   _  ;      _    L    A  /^r  ^'^"\- 
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dabei  gilt  die  Gleichung 

<Pn  1    =   0, 

und  (jr„0  ist  eine  endliche  Größe. 

Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  durch  Jx  die  Besselsche 
Funktion  von  der  Ordnung  Null,  d.  h.  die  Größe 

i_e^  .    ■'"  

22    23.42       ' 

so  ist  J{k  )  x)  das  einzige  an  der  Stelle  x  =:  U  endliche  Integral 
der  Gleichung  ,,    ,    ,,   ,        y,. 

Hieraus  folgt  sofort 

(p„x  .  const  =  ^(2  yA„a:)  =  J {lin  V^) ,     ^,i  =    "  . 

4- 

wobei  die  Grö.6en  k  durch  die  Gleichung 

JA-,.  =  0,     (n  =  1,2...) 
definiert  sind;   offenbar  genügt  es,  die  ijositiven  Wurzeln  dieser 
Gleichung  zu   nehmen.     Da  ferner  die  Theorie  der  Besselschen 

Funktionen  die  Gleichung 

1 

\J{lc\ayda  -^  {J'ky 

ergibt,  so  sind  die  normierten  Eigeufunktionen 

Lassen  wir  jetzt  im  Punkte  ^  =  |  eine  seitliche  Kraft  von 
der  Intensität  Eins  wirken  und  nehmen  wir  an,  das  Seil  bleibe 
unter  ihrer  Einwirkung  in  einer  von  der  freien  Gleichgewichtslage 
verschiedenen  Lage  in  Ruhe,  so  zeigt  der  unter  (1)  angegebene 
Ausdruck  der  Spannung,  daß  zwischen  den  drei  im  Punkte  ^  an- 
greifenden Kräften  folgende  Beziehung  gelten  muß: 

oder 

Es  ist  ferner  klar,  daß  auf  der  Strecke  von  x  -()  bis  x  -z-  t. 
die  Größe  n  konstaut  ist,  während  sie  auf  der  Strecke  ./•  ">  £ 
die  (ileichung  ,/     /     ,1  w\ 


;  +  o 

=  0, 
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erfüllt  und  für  .'  =:  1  verschwindet.  Mau  hat  also,  unter  a  und  b 
Konstaute  verstanden,  folgende  Gleichungen : 

u  =  a,     {x  <  i) , 

n  =  h  log  X,    (x  >  I). 
An   der  Stelle   x  ^  ^  sollen   diese   Werte  gleich    sein    und 
außerdem  die  Beziehung  (2)  gelten;  das  gibt 

a  =  />log^     0  —  J  --^-^    .  ,     /;  =  —  1, 

also 

,y.  »  =  —  logl,     {X  <  I), 

M  =  —  log  a-,     (./•  >  I). 

Bezeichnet  mau  diese  Greeusche  Funktion  durch  Zi  (.r,  |),  so 
hat  man  als  bilineare  Formel  die  Gleichung 

K(r    ,-.,^'nk.,ix)j{k„]'^) 

ZU  erwarten.  ^'^  ''"'  '''" 

Daß  übrigens  die  Ausdrücke  (3)  die  Ordinaten  des  seitlich 
abgelenkten  Seiles  darstellen,  kann  man  auch  aus  der  Gleichung 
der  von  ./•  =  |  bis  :*;  =  1  reichenden  Kettenlinie  ableiten,  indem 
man  bedenkt,  daß  nur  ein  wenig  von  der  Vertikalen  abweichendes 
steiles  Stück  der  Kurve  benutzt  wird. 

Wenngleich  nun  die  bilineare  Formel  zunächst  nicht  bewiesen 

ist,  so  beweist  man  doch  leicht  die  Integralgleichung 

1 
(4)  (p„ ./•  =  /.„  \  K (.r,  «)  (p„u. d <x. 

Man  braucht  nur  von  den  Gleichungen 

die  erste  mit  g?,,,  die  zweite  mit  K{x,^)  zu  multiplizieren  und 
erstere  von  letzterer  zu  subtrahieren-,  dann  ergibt  sich 

'/     I'  .   /  T.'  /       t^  '^  ^x 
d: 

und  wenn  man  von  0  bis  1  integriert,  das  in  .;  2  gegebene  Lemma 
aus  der  Integralrechnung  benutzt  und  bedenkt,  daß  g„o  und 
K  (0, 1)  endliche  Größen  sind,  so  findet  man 


ßK^^-<-'»'^'-^^-'(^-''-'): 


-f  A„<jp„.<-.  A'(./-,  I)  -=  U, 


-i>„|/v'(./-,  t)   ^     "+  A„  1  A'(.r,|)(p„./-.(/r  =  o, 

^  +  0  J 

oder  die  (ileichung  (4). 
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Ein  verwandter  Fall  ist  der  eines  Seiles,  das  an  einer 
zu  ihm  senkrechten  Achse  befestigt  ist  und  um  diese  rotiert, 
wobei  von  der  Schwerkraft  abgesehen  werde.  Das  Seil  bleibe  in 
einer  gleichförmig  um  die  Achse  rotierenden  Ebene  und  erstrecke 
sich  von  x  =  0  bis  x  =  -|-  1,  so  daß  a:  =  0  ein  Punkt  der  Piota- 
tionsachse  ist;  dann  verschwindet  die  Spannung  am  freien  Ende 
und  wird,  wie  ihre  Beziehung  der  Zentrifugalkraft  zeigt,  durch 
1  —  X-  bei  passender  Größe  der  liotationsgeschwindigkeit  dar- 
gestellt. An  Stelle  der  Ausdrücke  (2)  erhält  man  für  die  auf 
das  Element  tlx  transversal  wirkenden  Spannungen 

du  du  -f +  ''* 

^  ^  dx      ^  'ex 

wenn  n  eine   kleine  seitliche  Verrückung  aus  der  Lage  des  rela- 
tiven Gleichgewichtes  bedeutet. 

Die  Gleichung  der  kleinen  Schwingungen  ist  daher 

Setzt  man  wieder 

H  =  (fnX.qn, 
so  ergibt  sich 


dx 


dcp,; 


-f  ?.„(p„  =  0,     7„  -f  A„7„  =  0; 


als  Grenzbedingung  erhält  mau 

und  die  Größen  (p„{-^\)  müssen  endlich  sein.  Die  Greensche 
Funktion  ist  das  an  der  Stelle  .r  r^  1  endliche  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 


A 

d  X 
das  die  Gleichung 

u\'=  0 


und  die  Unstetigkeitsbedingung 

"  X  \;  ^  0 

erfüllt.  Letztere  drückt  aus,  dali  die  beiden  auf  das  Element  dx 
wirkenden  S|)annung8konjponenten  von  transversaler  liiohtung  eine 
IIcKultantc  von  der  Intensität  1    Lreboii. 
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Man  tiiidct  leicht,  je  nachdem  |  oder  x  (h-r  größere  Wert 
ist,  den  ersten  oder  zweiten  der  Ausdrücke 

l   ,       \^x  1  ,       1  +  1 

I)a(j  der  zweite  dieser  Ausdrücke  von  x  unabhängig  wird,  ist 
mechanisch  ])lausil)el  zu  inachen;  das  Stück  des  Fadens,  für  das 
X  ^  -  ^,  wird  offenbar  geradlinig,  w-enn  im  Punkte  x  ^=  ^  eine 
seitliche  Kraft  einwirkt. 

Die  Lösungen  des  gestellten  Randwertproblems  sind  die 
Legendreschen  Polynome  ungeraden  Grades,  die  hiermit  dyna- 
misch gedeutet  werden. 

HL 
Der  transversal  schwingende  Stab. 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  den  elastischen  Stab, 
der  längs  der  .i- Achse  liegt  und  in  den  End])unkten  :r  =  0  und 
a:  =  1  unterstützt  oder  eingespannt  ist.  Ist  «  die  Verrückung 
eines  seiner  Elemente  in  der  Richtung  der  ?/-Achse  und  entfernt 
sich  der  Stab  nur  wenig  von  der  geraden  Gleichgewichtslage,  so 
gibt  es  eine  solche  positive  Konstante  a,  daß  ad'-u  dx-  das 
Moment  der  elastischen  Kräfte  ist,  die  auf  das  vom  Endpunkte 
X  =--  ()  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  reichende  Stück  des 
Stabes  einwirken;  auf  das  Reststück  wirkt  das  Moment  —  ad^u  dz*. 
Wirken  ferner  in  den  Endjiunkten  die  zum  Stabe  senkrechten 
Auflagerreaktionen  Aq  und  Ai  und,  wenn  die  Enden  eingespannt 
sind,  die  Momente  M„  und  il/, ,  so  ergeben  sich  als  Gleich- 
gewichtsbedingungen  für  die  Strecke  von  x  =  0  bis  zum  betraeli- 
teten  Punkte,  indem  man  bezüglich  des  letzteren  die  Momente 
l)ildet, 

(1)  a^'J-f3/o-A.r  =  0, 

und  für  die  Strecke  vom  betrachteten  Punkte  bis  zum  Ende  x  --  1 

(2)  -a  f^l^lM,-\-AAl--r)  =  0. 

Wenn  nun  der  Stab  an  der  betrachteten  Stelle  mit  dem  in 
der  Richtung  der  //-Achse  ziehenden  Gewicht  Eins  belastet  ist.  so 
gibt  dies  in  den  erhaltenen  Momentgleichuugen  keinen  Reitrag; 
doch  niulj  die  Summe  aller  //-Komponenten  verschwinden,  so  daß 

A,  +  A,-^\=  0. 
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Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben  aber 

also  folgt,  wenn  wir  jetzt  die  belastete  Stelle  a;  =  |  nennen, 
a  -y—  =  —  1. 

Ferner  gilt  offenbar  allgemein  die  Gleichuug 

(Ix*  ~  "' 

und  die  Größe  n  erfüllt  an  den  Enden  die  betreffende  Bedingung, 
der  die  Verrückung  immer  unterworfen  ist;  sie  werde  als  Green- 
sclie  Funktion  und  durch  K  {x,  |)  bezeichnet. 

Jetzt  wirke  in  jedem  Elemente  dx  eine  seitliche  Kraft  Ydx; 
ihr  Moment  bezüglich  des  Punktes  ^  ist  dann  Y  (x  —  t)  dx; 
betrachtet  man  das  Stück  des  Stabes  von  ;r  =  0  bis  a;  =  |,  so 
ergibt  sich 


-f^.'  +  \yi—^)''-  =  o^ 


und  hieraus 


dx^  J  dx* 


Y  =  0. 


Speziell  sei  Ydx  der  Trägheitswiderstand  bei  der  Bewegung, 
d.  h.  wenn  dx  als  Massenelemeut  angesehen  wird, 

dann  ergibt  sich  die  Bewegungsgleichung 

d*u   ,    8>u 

''cx*^df^  =  ''' 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  der  allgemeinen  Theorie  gemäß 

u  =  q„(p„x, 
80  folgt 

d^q»    ,     3  ,,  d*(p„x 

(1(2     +    ^"'l"    —   ^'  "       ,/  c*       ~~  ^n(p„'l'  =   0, 
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und  die  Konstanten  A„  bestimmen  sich  aus  den  Grenzbedingungen, 
die,  z.  B.  wenn  der  Stab  beiderseits  eingespannt  ist,  folgender- 
maßen lauten: 

ax  (Ix 

Komljiniert  man  diese  Gleichungen  mit  den  oben  aufgestellten 
A'(0, 1)  =  K'{i).  t)  =  K{\,  I)  =.  7v"(l,  I)  =  0, 

dx*  '  dx^        =4-0  fl  ' 

so  tiudet  man  aus  der  allgemeinen  Identität: 

d*iv  d^v d  j    d^iv  d^v        div  d^v       dvd^ir\ 

^  dJ*  ~"  ^^Jx*  ~  dx  \^  dx^  ~  "'d^3  +  Jx  dx^  ~~  dx  dx^l 

und  dem  allgemeinen  in  >j  2  angeführten  Lemma,  indem  man 

V  =  (pnX,     tv  —  K{x,  t) 
setzt:  1 

;    f  ,=  -  0 


-  ^  j  K{x,  I)  <jp„  X .  d  X  =  cp„  X .  K'"  (,r,  t) 

0  <P,l^ 


c  +  f> 


a 


0 

wie  es  die  allgemeine  Theorie  des  §  8  erwarten  läßt. 

Ist  umgekehrt  eine  Funktion  gegeben,  für  die  die  Gleichung 

1  ;  1 

(4)     (p^=^c\K{x.^)cpx.dx  =  c^K{^,x)cpx.dx-^c\K{^,x)(px.dx 

II  (I  c 

besteht,  so  tindet  mau  unmittelbar 

Nun  kann  mau  setzen 

K'"  (t,  I  -  0)  =  lim  JC"  (i^  t  _  h) 

/l  r^  +  0 

=:limA""ai  +  /^|.) 

=  Ä:"'(t-f  0,  t), 

und  ebenso 
Somit  folgt 

'^'dV  ^  ''  9^  '  •  '  ^'"" '  '  -  *''  -)  -  ^^"'  ( '  +  '  •'  ')  I  =  \,  9'  ?. 
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und  die  liaiulbedinguugeu  sind  infolge  der  Gleichung  (4)  erfüllt; 
jede  Lösung  der  Integralgleichung  löst  also  auch  das  oben  auf- 
gestellte Ilandwertproltlein.  Die  Funktionen  9?,,.  die,  wie  man 
leicht  sieht,  die  einzigen  Lösungen  des  Randwertproblems  sind, 
repräsentieren  also  auch  die  Gesamtheit  der  Lösungen  der  Inte- 
gralgleichung. 

In  der  bilinearen  Formel 

„  '^» 

die  mau  hiernach  erwartet,  läßt  sich  die  rechte  Seite  als  kon- 
vergent erweisen.  Aus  den  I\andbedingurgen  (8)  ergibt  sich 
nämlich,  daß  <jp„  Lösungen  der  Gleichungen 

-^  —  m^  (p„  =  0 

sind,  bei  denen  ni  positive  und  durch  die  Gleichung 
(5)  cos  w  (ioj  m  =  1 

bestimmte  Konstaute  sind;   mau  hat  dann 

A„  =  mt  a 
zu  setzen  und  findet  für  die  normierten  Eigenfunktionen 

(sin  nj„  -  Sin  »j,,)  (cos  ?«„  x  -  (ioj  ;»„  .r)  -  (cos  m^^  -  (£oj  m„)  (sin  >h„  .r  -  «in  w„  jr) 
"  Xg  Hi„  -  am  »i,,  üoj  m„ 

Diese  liegen  bei  großen  Werten  von  )ii„  zwischen  endlichen, 
von  n  unabhängigen  Grenzen.  Die  Gleichung  (5)  zeigt  aber,  daß 
die  Größen  ni,  wenn  sie  groß  sind,  wesentlich  wie  die  Glieder 
einer  arithmetischen  Reihe  wachsen;    die  bilineare  Reihe 

^  (jp,. x.cp,,^  1  ^  tp»a;.y,.g 

„  A,.        -  a  ^         mt, 

konvergiert  daher  nach  ./■  und  |  gleichmäßig  auf  der  Strecke  von 
ü  bis  1,  und  dasselbe  gilt  noch  von  den  Reihen,  die  man  erhält, 
wenn  man  gliedweise  einmal  oder  zweimal  differenziert.  Ist  also 
die  bilineare  Formel  bewiesen,  so  gilt  dasselbe  von  den  Gleichungen 
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Hieraus  lassen  sich  nach  der  in  den  §§  4  und  5  angewandten 
Methode  die  wichtigsten  Sätze  üher  die  Darstellung  willkürlicher 
Funktionen  ableiten,  indem  man  nur  noch  die  quellenmäßig  ilar- 
gestellten  Funktionen        , 

I  K{x,  a)fa  .du 

einzuführen  und  zu  zcii^en  hat,  daß  unter  ihnen  alle  Funktionen 
enthalten  sind,  die  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen  stetig 
sind,  stückweise  stetige  dritte  Ableitungen  besitzen  und  die  drenz- 
bedingungen  der  Eigenfunktionen  erfüllen. 

?j  12. 

Erzwungene  Schwingungen  und  nicht  homogene 

Integralgleichungen. 

Auf  ein  neues  mit  den  Integralgleichungen  zusammenhän- 
gendes Problem  führt  die  Theorie  der  erzwungenen  Schwingungen 
des  in  Jj  8  betrachteten  Massensystems. 

Seine  Bewegungsgleichungen  haben,  wenn  beliebige  Kräfte  (^>n 
wirken,  die  folgende  Form: 

(1)  ^'+  Kqn=  Vn,     n  =  1,  2,.... 

Diese  versuchen  wir  auf  eine  besondere  Weise  zu  erfüllen.  Die 
wirkende  Kraft  X  sei  das  Produkt  aus  einem  räumlich  veränder- 
lichen Faktor  und  einem  von  der  Zeit  abhängigen  Faktor  har- 
monischen Charakters,  etwa,  indem  wir  fortan  stets  durch  deutsche 
P.uchstaben  von  der  Zeit  unabhängige  Größen,  durch  (i  und  y  Kon- 
stante bezeichnen, 

X  =  .Vcos(/3/-f  7). 

Gelingt  es  dann,  die  Bewegung  so  zu  gestalten,  daß  die  Ver- 
rückung n  die  analoge  Gestalt 

u  =  u  cos  (/3  /  +  }') 
annimmt,  so  liegt  das  vor,  was  man  erzwungene  Schwingung  nennt; 
u  ist  ihre  Amplitude. 

\m  eine  solche  Bewegung  in  ilen  N'ariablen  7,,  zu  stuiliereu, 
gehen  wir  von  der  in  §  8  aufgestellten  (^ileichung 

Q„  =  J  Xq)„x.d.v 
aus,  derzufolge  man  setzen  kann 

(^„  =  C„  cos  {(i  t  -f  }' ),         0„  =  )  .\'  (f„  .'• .  (/ ./ . 
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Versucht  man  mm 

'/«  =  (\„cos{ßt-{-  y) 
zu    setzen,    was    einen    Ausdruck  u    von    der   gewünschten    Form 
erj^ähe,  so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (1) 

und  hieraus 

u  ==^(j„(p„.r  =:r2  (\„(p„.i  .COS ißt +y)  —  ucos(/ir-   y\ 

n  >i 

»1  '  II 

Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  durch  f^",  multiplizieren  f« 
mit  A'(j-, «)  und  integrieren  gliedweise,  so  finden  wir 

1     r  r 

K  (x,  a)  K'a.d  a  =  ^  j^     K{x,  «)  (f  „  <•/.  .  </ «  .     .\"  (f,,  -r  •  d  x 

J  „    '■"  ~  ''"  •'  •' 

oder,  da  die  Gleichungen 

q}„  X  =  A„  I  A'(j:,  a)  (p„  «  .  d  a 
gelten, 

II  '  * 

t'X  1     >r-.   qr,,    '     f    V  ; 

I  '  II  • 

Die  durchgeführten  Operationen  sind  erlaubt,  wenn  die  i)i- 
lineare  Reihe  im  <lrundgebiet  bezüglich  jeder  der  beiden  in  ihr 
vorkommenden  Variabeln  gleichmäliig  konvergiert. 

Setzen  wir  nun 

/•tz=  JA'(.r,t,.V</./. 

SO  finden  wir  aus  der  bilinearen  Formel 

2^    ^      j  .\  q  ,.  .r  .  (/./         /i; 
dabei  ist 

(4)  \ffi.(f,.ri.(lfi         .     \X(p„.i.dx,     /'■<•  — -^()r„T.    fn(p„fc.<la.. 

.  "  •'  • 

und  ilie  Gleichung  (3)  kann  in  folgender  l-'orm  geschrieben  wenltii: 
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die  DeHuitiousgleichuiig  von  u^j  ergibt,  iiuleni  man  die  zweite 
Gleichung  (4)  heranzieht. 

(6)  ^.a:=2;^{f/«.9..«../«=/-ar+A]^^'^;;_'J/«.,^..«.c/«. 

*  II  • 

Die  (jleichung  (5).  in  der  A  willkürlicli,  aber  von  allen  /.„  ver- 
schieden gedacht  wird,  ist  eine  nichthoniogene  Integralgleichung 
mit  der  Unbekannten  t-./  und  ihre  Lösung  wird,  so  erwarten  wir 
wenigstens,  durch  die  Formel  {(>)  gegeben,  die  wir  alsSchmidtsche 
Formel  bezeichnen  wollen. 

Interesse  verdient  dabei  der  besondere  P'all,  daß  in  der  Integral- 
gleichung (5)  gesetzt  wird 

(7)  fx  =  K{A!,).     f^  =  K{^,y). 
Man  findet  dann 

\     ff. .  q  ,.a  .11  a  z=      ,  ' 

J  'mi 

und  für  die  I'nbekannte  j/'.r  ergibt  sich  der  Wert 

r(x,,)=X(.,,)4-A2,Xl"l,, 
oder  da 


K  {K  —  ^)  >•„        A  —  A,. 

ist, 

/ \.i\  >i)  —  K  ( ./ ,  '/  >  +  2  (  ~"  ;    ~  ;  TTT")  '* "  •'"  •  'f'"  •'■ 

\  '"II  '•  '-n 

n 

Wenn  nun  die  bilineare  Formel  gilt,  erhält  man  weiter 

n 

Diese  Größe  erscheint  als  „lösender  Kern"  im  Sinne  der 
^'redholm- Ililbertschen  Theorie  im  dritten  Abschnitt  wieder. 
Sie  erfüllt  nach  (ö)  die  (»leichung 

(8)  / '( /•,  //)  =  K{x,  y)  -f  A  j  A7.r,  «)  r(a,  //)  d  er. 

aus  der  eine  gewisse  Reziprozität  mit  K  (x,  y)  hervorgeht.  Ihre 
mechanische  Bedeutung  ergibt  sich  aus  der  Definition  von  fx\ 
die  Gleichungen  (7)  erscheinen,  wenn  die  Kraft  X  nur  in  dem 
an  die  Stelle  y  grenzenden  Flement  </.*•  wirkt,  in  welchem  allein 
die  Größe  .\"  von  Null  verschieden  ist  Fügt  man  nötigenfalls 
einen  konstanten  Faktor  hinzu,  so  gelten  die  Gleichungen 

^Xdx  =  1,    /l  =r  j  A'(j-,|).Vdx  =  K($,y)\X,lx  =  A    _ 

Kncior,   hilvgTmlgUiebungvo.    3.  Anll.  i 
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Der  lösende  Kern  ist  also  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwin- 
gung, die  auftritt,  wenn  die  erzwingende  periodische  Kraft  nur 
auf  ein  einziges  Klenient  des  Massensystenis  einwirkt.  Der  in 
r(.i,  ii)  auftretende  Tarameter  A  wird  durch  die  Periode  der  er- 
zwingenden Kraft  in  einfachster  Weise  bestimmt:  A  =  /j-. 

Erzwungene  Schwingungen  einer  Saite. 

Die  entwickelte  Theorie  kann  auf  die  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  ungedämpften  Saite  angewandt  werden,  da  nach 
§  9  für  ihre  Eigenfutiktionen,  die  als  Raumfaktoren  der  Eigen- 
schwingungen auftreten,  die  bilineare  Formel  richtig  ist  und 
die  bilineare  Reihe  absolut  und  gleichmäßig  konvergiert.  Die 
Bewegungsgleichung  der  Saite  lautet,  wenn  eine  i)eriodische  Kraft 
von  der  oben  detinierteu  Beschaffenheit  einwirkt, 

(1)  |_  =  _  +  ,,eos(0.  +  n 

und  wenn  mau 

n  =  n  cos  {jit  -j-  y) 

setzt,  so  daß  u  die  räumlich  veränderliche  Amplitude  ist,  so 
findet  man 

mit  den  Grenzbedingungen 

(2)  u  "  =  u  '  =  0. 

Kombiniert  man  diese  Gleichungen  mit  den  kennzeichnenden 
Eigenschaften  des  Kerns: 

und  setzt  wiederum 

0 

so  findet  man 

ü 

und    jede   LiJsuug   dieser  (ileichtuig    cifüllt    die    Redingungeu  (2). 
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Bedenkt  man,  daß 

zu   setzen   ist,   so   zeigt   die  Schmidtsclie  Formel,   daß   eine   er- 
zwungene Schwingung  mit  folgender  Verrückung  möglich  ist: 


i(  — 
wobei 

c„  = 


/'^  +  /^^S^-^'"-"'""''' 


M>  7C^  —  ßi 


cos(ßt  -\-y), 


1  1 

V  2      fu.siunTTada  =    '  -^     1  X  bin  n  :t  x  d  u: 
J  )i2  ,t:2  J 


Der  erhaltene  Ausdruck  verliert  seinen  Sinn,  wenn  ß  einer 
der  Größen  )itc  gleich  wird,  was  ausgeschlossen  wird  durch  die  in 
§  12  getroffene  Festsetzung,  daß  A  mit  keiner  der  Größen  A„  zu- 
sammenfallen soll.  Da  die  einfachen  Töne  der  Saite  Verriickungen 
geben,  die  durch  die  Ausdrücke 

const  .BiTDiTcx .  sin  n  7t  t 

dargestellt  werden,  so  sieht  man,  daß  in  dem  ausgeschlossenen 
Falle  die  Periode  der  wirkenden  Kraft  der  Periode  eines  Eigen- 
tons der  Saite  gleich  ist. 

Für  die  Mechanik  ist  es  nun  wichtig,  nicht  nur  einen  mög- 
lichen Typus  von  Bewegungen  kennen  zu  lernen,  sondern  den 
bestimmten,  der  bei  gegebenen  Anfangszuständen  von  gegebenen 
Kräften,  etwa  den  Kräften  Xcos{jU^y),  hervorgerufen  wird. 
Dazu  führt  die  Bemerkung,  daß  die  Difterentialgleichung  der 
erzwungenen  Schwingungen  erfüllt  bleibt,  wenn  man  zu  einer 
ihrer  Lösungen  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  freien 
Schwingungen  addiert.     Setzt  man  demgemäß 

IV  z=  u  -\-  V,     i;  z=  2  cp„  x .  {(i„  cos  >/  TT  /  -f  f'n  sin  »  -t  t) 

=  ]2  ^  sin  »  .T  .<•  ( a„  cos  n  n  t  -r-  b„  sin  n  nt), 

80  ist  ?r  eine  Lösung  der  Gleichung  (1),  und  es  ist  leicht,  die 
Forderungen 

tv         =  Ar,       ..  =  h-i\ 


in  denen 


dt 
A0  =  AI  =/,0  =  /,l 
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vorausgesetzt  wird,  dadurch  zu  erfüllen,  daü  mau  eine  gegebene 
Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  auf  Grund  der  Sätze  des  §  5 
entwickelt.     Die  geforderten  Entwicklungen  sind 

fi-r  —  ti  =  >]«>.<)pM-r, 

Aus  den  so  erhaltenen  Formeln  läßt  sich  die  Erscheinung 
der  Schwebungen  so  weit  ableiten,  wie  es  überhaupt  ohne  llück- 
sicht  auf  die  Dämpfungen  möglich  ist. 

§14. 
Erzwungene  Schwingungen  mit  Rücksicht  auf  die  Dämpfung. 

Die  Untersuchung  des  letzten  Paragraphen  läßt  sich,  ohne 
daß  wesentlich  neue  analytische  Entwicklungen  auftreten,  auf 
einen  Fall  übertragen,  der  mechanisch  von  bedeutendem  Interesse 
ist,  die  Bewegung  gedämpfter  Systeme,  für  die  in  §  8  die  Be- 
wegungsgleichuugen  angeführt  sind.  Handelt  es  sich  um  kleine 
Schwingungen  in  der  Nähe  einer  stabilen  Gleichgewichtslage,  so 
kann  man  wiederum  setzen: 

betreffs  der  Zerstreuungsfunktion  7*',  die  die  Dämpfung  kenn- 
zeichnet, werde  die  spezielle  Annahme 

n 

festgehalten.  Dann  lauten  die  Hewegungsgleichungen  nach  i;  8 
folgendermaßen: 

(1)  <l„  f  ^'/m  +  ^n'lu  ~  V..; 

dabei  ist  wie  oben 

Qn  =  J  Xq„x.(lr 

gesetzt  und  bedeutet  das  Integralzeichen  stets  die  Integration 
über  das  ganze  Massensystem. 

Iin    nun    eine  Art   von  Bewegung  dos  Systems    zu    ei halten, 

die  als  erzwungene  Scliwingniig    anzusciiiMi  wäre,    setzi'ii   wii'  die 
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Kraft  X  wieder  als  einfache  periodische  Funktion  der  Zeit  voraus, 

und  zwar  sei 

0  =z  jit  'r  y,       X  =  II  cos  0  -j-  ^^^  sin  0, 

und  die  Gröüen  II,  ii>  von  t  unabhängig.  Hieraus  ergibt  sich  mit 
den  liezeichuungen 

C„  =  j  U  <jP„  .c .  d u\         iH„  =  j  5Ö  (pn  X .  (l  ./• 

die  Gleichung  ^^^^  ^  r^^_  cos  (I  +  i)i\.  sin  II. 

Versucht   mau  nun   die  Bewegungsgleicliungeu  (1)  durch  die  An- 
nahme „  ,         .    ., 
2„  =  ii„co8^  -f  r„sm^y 

zu  erfüllen,  wobei  die  deutschen  Buchstaben  wieder  von  der  Zeit 
unabhängige  Größen  bedeuten,  und  setzt  auf  beiden  Seiten  jeder 
Gleichung  die  mit  cös^  und  mit  sin^y  multiplizierten  Ausdrücke 
gleich,  so  ergibt  sich 

—  /32  q,.  -f  6  /3  r„  +  A„  q„  =^  C„ , 
^^  -^2r,.-&^q,.-f  A,.r,.  =9i,.. 

Setzt  man  ferner 

q„  -f  /r,.  =  iu„,       iP  +  ihß  =  A,       11  -f-  iW  =  ii\ 
80  folgt  aus  den  Gleichungen  (2) 


1U,|  • 


=  ^j^'P"-^^'' 


A„-A 

bedeutet  daher   das  Zeichen  'Kc  vor  einer  komplexen  Größe  den 
reellen  Teil,  so  ergibt  sich  weiter,  da  offenbar 

u  =  2  '/'•  <P"  •^'  =  cos  «  2  ^^"  *5P"  ^  +  ^^°  ^^  2  '^"  *?  '"^ 

..  II  " 

gesetzt  werden  kann, 

(3)  u=''^ic-'^'^^^A'm(p»x.dx. 

n  ' 

l>ie  hier  auftretende  Reihe  führt  aber  sofort  wieder  auf  die 
nichthomogcne  Integralgleichung;  setzt  man  nämlich 

ra;r-aiii  +  A2L/"^  h'^H.x.dx, 

multipliziert  mit  der  Größe 

'•»1 
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und  integriert  gliedweise,  so  findet  man  genau  durch  die  Rechnung, 
die  in  §  12  an  die  Gleichung  (2)  geknüpft  wurde, 
(4)  rp^  =  f^-^k^K{x,^)i'X.dx, 

wobei 

fx  =  \^K(x,  ^)dx  =  \  \\K{x,  ^)dx  +  iyi^K{x,  ^)dx 

gesetzt  ist  und  nur  zu  bedenken  ist,  daß  der  reelle  und  der  ima- 
ginäre Teil  dieser  Größe  als  tjuellenmäßig  dargestellte  Funktionen 
des  Ortes  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelt  werden  können; 
dasselbe  gilt  daher  von  der  ganzen  Größe  fx  selbst,  womit  die 
zitierte  Schlußreihe  für  den  vorliegenden  Fall  gültig  bleibt.  Die 
Integralgleichung  (4)  ist  also  durch  die  Reihe  tx  auch  für  kom- 
plexe Werte  von  A  aufgelöst.  Setzt  man  wie  in  §  12  besonders 
fx  =  K{x^y),  so  erhält  man  die  Gleichung  (8)  des  §12,  die 
Resolvente  der  Fredholm-Hilbertschcn  Theorie,  für  komplexe 
Werte  von  /..  Ihre  Lösung,  die  Größe  i"(a;,  ?/),  erscheint  jetzt 
in  engstem  Zusammenhang  mit  einer  erzwungenen,  gedämpften 
Schwingung;  die  zugehörige  Verrückung  ist 

u  =  9i e (e-f^'Tix,  y)),     k  =  ß^^ihß,     li  =  ßt-i-  y. 

Wir  wenden  diese  Theorie  auf  die  Schwingung  der  gedämpften 
Saite  an,  deren  Bewegungsgleichuug  in  den  Bezeichnungen  des 
§  13  jetzt  folgende  ist: 

Setzt  man 

u  =  q.(px, 

wobei  q  von  t  allein  abhänge,  so  findet  man 

'g-\-b<}  ^   1   ^'^^  ^  _  ^^. 
q  (p  dx^  '  ' 

u   ist  von  X  und  /  unal)hängig,  und  es  gelten  die  (Gleichungen 

d-q>    , 

deren  zweiter  die  Grenzbedingungen 

<5P  0  :—  (jp  1  —  ü 
beizufügen  sind.     Daraus  ergibt  sich  sofort 

jw  =  n'^7r2  :--  A„,         (»  --  1,  2  ...) 
und    wenn    iii.'ui    die   verschiedeneu  Werte  n    ausdriicklith    unter- 
scheidet, .    ,   . 

(p  z=r.  tp^x  =^  \  2  8m?j;r./, 

(h)  ']n-\-hq„  -\   ;„7„  =  (). 
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Macht  man  daher  den  Ansatz 

(6)  w  =  2  7»T..', 

80  ist  das   Problem   der  gedämpften  Saite   vollständig   der  oben 
entwickelten  dynamischen  Theorie  eingeordnet. 

Nun  ergibt  die  Gleichung  (5),  wenn  A,,  und  7/„  Integratious- 
konstaute  sind,  als  allgemeine  Lösung 


7,.  =  e-'2'"(yl„co8/VA„  — i62  +  B„smt\k„-^^b^) 

oder  kurz  ,^^_  ^  ^_,,m  (A„cospJ  +  B..smpJ), 

indem  wir  allgemein  

p,,  =  \k„-\b^ 

setzen;  daraus  folgt  nach  (0)  für  die  Verrückuug  bei  irgend  einer 
freien  Schwingung 

ff  —  r''--''<^(f.„x.{A„cospJ  i-  B„sinpJ). 

n 

Die  \'errü(_kuug  bei  einer  erzwungenen  Schwingung  unter  der 
^Virkung  einer  Kraft,  wie  sie  in  der  allgemeinen  Theorie  voraus- 
gesetzt wurde,  wird  durch  die  Formel  (3)  gegeben,  in  der  nur 

zu  setzen   ist.     Die  aus  einem  bestimmten  Anfangszu.stand  durch 
diese    Kräfte    hervorgerufene    Verrückung    wird    also    durch    die 

Formel  .c--,     .  r>    ■ 

u  =  y'  2  C-'  ■^'''  >;  (^i>.  cos )j„  t  +  JJ„  sm p,.  Q  sin  n:T.r 

n 

1 

-''-^  n^  71'^  —  ß'^  —  1  b  p  ] 

0 

dargestellt,    und   die  Bewegung   setzt  sich   aus   der  erzwungenen 

und  Eigenschwingungen  zusammen.     Letztere  allein  enthalten  in 

der  Amplitude   den  Faktor  c-'^''',   der,   da  b  naturgemäß   positiv 

sein  muß,  die  Eigenschwingungen  zum  Abklingen  bringt,  so  daß 

schließlich  nur  die  erzwungene  Schwingung  merklich  bleibt. 

Ist   speziell   zur  Zeit  t  =--  o   die  Saite    in  Ituhe    und    in   »kr 

Gleichgewichtslage,  so  findet  man  leicht: 

1 

1 
0 
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Aus  diesen  (ileichungen  ist  ersichtlich,  daß,  wenn  die  Dämj)fung8- 
konstante  klein  und  ß  einem  bestimmten  Werte  ».t  nahe  gelegen 
ist,  so  daß  die  Periode  der  erzwingenden  Kraft  nahezu  oder  ganz 
mit  einer  Eigenperiode  der  Saite  übereinstimmt,  die  entsprechenden 
Koeffizienten  A„  und  I>„  im  allgenioinen  groß  sind.  Daraus  folgt, 
solange  der  Wert  des  Expouentialfaktors  der  Eigenschwingungen 
noch  nicht  zu  tief  gesunken  ist,  die  bekannte  Erscheinung  der 
Schwebungen,  die  aber  mit  der  Zeit  durch  den  erwähnten  Faktor 
wieder  verschwindet. 

§15. 

Kleine  Schwingungen  in  ausgearteten  Fällen. 

Die  Methode  des  §  8  setzt  wesentlich  voraus,  daß  die  Kon- 
stanten A„  von  Null  verschieden  sind.  Der  Fall,  daß  eine  von 
ihnen  verschwindet,  die  entsprechende  Größe  q  also  in  der  poten- 
tiellen Energie  nicht  vorkommt,  kann  so  formuliert  werden,  daß 
man  dem  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  dieselbe  Form  gibt 
wie  in  ii  8,  in  der  kinetischen  Energie  und  im  Ausdruck  der  all- 
gemeinen Verrückung  u  aber  ein  Glied  hinzufügt: 

n 
n 

Dann  wäre  eine  der  Bewegungsgleichungen 

und  im  Falle  des  Gleichgewichts  hätte  mau  die  (Tleichung 

die  im  allgemeinen  nicht  mehr  erfüllt  worden  kann,  wenn  das 
Kraftsystem  ,Si  in  die  an  der  Stelle  i  wirkende  Einzelkraft  ü])cvgeht. 
l'm  das  (ileichgewicht  aufrecht  erhalten  zu  kiinncn,  lassen 
wir  neben  dem  System  S{  noch  in  jedem  Massenelement  eine 
Kraft  wirken,  die  bei  einer  Verschiebung  du  die  Arbeit  Ydud.r 
leistet.      Alsdann    sind    die   verallgemeinerten    Kraftkomi)t»nenten 
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iinil  die  erste  von  ihnen,  die  verschwinden  muLi,  wird,  wenn  man 
das  System  W  wie  frülier  spezialisiert, 

Diese  (Ueichung  erfüllt  man  am  einfachsten,  indem  man 

}'  =:    —  q}oX  .(po^ 

setzt;  dann  haben  die  Größen   ^,>„  wieder  die  frühere  Gestalt 

Q„  ~j  Xcpn.v.d.r  —  <P..^-J  Xd^  =  <P.<^. 
da  die  Ausdrücke 

I  Y cp„x.(tx  =  —  9>ol-J  (p„x.q>oX<J.r 

verschwinden. 

Hieraus  ergibt  sich  im  Falle  des  Gleichgewichts  wie  in  §  8 

und  für  die  Verrückung  erhält  man  die  Formel 

-^-^  (p„  X .  (p„  I 

H  =  qo(po''-\-  y.- — j , 

n  ^^ 

in  der  70  eine  Funktion  von  |  bedeutet.  Gelingt  es  speziell,  die 
Kräfte  X  und  1'  so  zu  bestimmen,  daß  hei  der  von  ihnen  fest- 
gehaltenen Gleichgewichtslage  die  Koordinate  70  ihren  Anfangs- 
wert Null  erhält,  so  ist  die  (iröße 

als  Verrückung   mechanisch   vollkommen  gedeutet,   und   sie   gibt 
als  Kern  einer  Integralgleichung  genommen  die  Beziehungen 
<Pn I  =  A„  J  K{x,  I) (p„ x.dx,     J  A' (.r,  t)  cp^x.d x  =  0. 

Die  hier  entwickelte  Methode  bleibt  mit  einer  leichten  Modi- 
fikation brauchbar,  wenn  die  lebendige  Kraft  2'  und  ilie  Ver- 
rückung u  zwei  Koordinaten,  etwa  70  w^id  70,  enthalten,  die  in 
der  potentiellen  Knergie  nicht  vorkommen.  Hat  man  demgemäÜ 
die  Glrichuiiixen 

T  =  *  7.'  4-  .',  7.n  -I-   .,  y^'/Üi 

u  =  q^  (po  X  f  7oi  <Poi  f  :   2j  ''"  ^"  •*" ' 

n 
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SO  braucht  man  nur 

A  =  —  9^0  ^  •  <3Po  b  —  «JPoi  •'  •  *Poi  1 
zu   setzen:   dann   erhält   man   nämlich   zunächst  die  Gleichuugeu 

und  wenn  A'  auf  die  oben  geschilderte  Weise  in  eine  punktuelle 
Kraft  ausiirtet,  die  im  Punkte  |  wirkt,  so  ergibt  sich 

also         .  ,  C.-.7       -  -,  r. 

I  (X  +  5)  cpox.dx  =  j(X+  j:)  (foyx.dx  =  0. 

Damit  ist  der  Boden  für  die  weiteren  oben  gezogenen  Schlüsse 
gesichert,  und  man  findet  als  Wirkung  der  punktuell  gewordeneu 
Kraft  X  und  der  Kraft  a  eine  Verrückung  von  der  Form 

n  =  (h <Po X  +  'hl  «Pol  ^  +   >, ; 

Gelingt  es   hier,   q^   und   701   zum   Verschwinden   zu  bringen,    so 

ist   «   der  Kern   einer   Integralgleichung,  deren   Eigenfunktionen 

(piX^    cp^x,  ...   sind;    offenbar   genügt    hierzu,    die    Größe    u    den 

Gleichungen  -  -. 

\  ucpoX .d X  :^  \u qpoi X -dx  =■  0 

zu  unterwerfen. 

Diese  Methode  ist  ohne  Änderung  auf  den  zu  Ende  des  §  8 
besprochenen  Fall  anzuwenden,  daß  die  lebendige  Kraft  identisch 
verschwindet  und  die  Bewegungsgleichungen 

- ' + r = » 

0<l,n  dq,n 

auf  Wärmeleitungsvorgänge  anwendbar  werden.  Wenn  dann  die 
potentielle  Energie  V  von  iJq  frei  ist,  so  nimmt  die  entsprechende 
Bewegungsgleichung  einfach  die  Form 

ijf^  =r  0,       r/o  =  const 

an,  so  daß  •7o<Po-^'  eine  stationäre  Temjjeratur  repräsentiert.  Der 
punktuell  wirkenden  Kraft  entspricht  nach  i;  8  eine  Wärmequelle; 
die  entwickelte  Methode,  den  Kern  zu  suchen,  dessen  Eigen- 
funktionen 9?,ir,  (P2X...  sind,  kann  (hiher  so  formuliert  werden, 
daß  man  außer  der  (,)ucll('  im   1 'unkte  i  durch  das  ganze  System 
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hin  Wiumemengen   auftreten  laut,   und  zwar  im  P^lement  dj   die 
Menge  —  fp^^x  .(p^^.da-. 

Die  hierdurch  hervorgerufene  TeniixTatur  A'(./-,  |)  sucht  man 
dann  so  zu  spezialisieren,  dali 


|Z(a-,t)()p„a-.(/./  =0, 


was  möglich  ist,  da  man  jeder  stationären  Temperatur  einen 
Summanden  const.<jPo^  beifügen  kann.  Ist  die  letzte  Gleichung 
erreicht,  so  erwartet  man  die  bilineare  Formel 


K(x,i)  =  ^''", 
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Spezielle  Fälle  von  Ausartung. 

Wir  wenden  die  letzten  Formeln  auf  den  Fall  eines  longi- 
tudiual  schwingenden  homogenen  Stabes  von  der  Länge  und 
Masse  Eins  an,  dessen  Enden  frei  sind,  und  der  demgemäß  in 
seiner  Längsrichtung  verschiebbar  ist.  ßewegungsgleichung  und 
Grenzbedingungen  sind  folgende: 

c;2«  _  d'U  cu  ^  =  0,1^ 

Diese  Forderungen  werden  erfüllt,  wenn  man  u  konstaut 
setzt,  was  offenbar  eine  longitudinale  Verschiebung  des  unver- 
zerrten Stabes  bedeutet.     Allgemein  kann  man  daher  setzen: 

sodann   findet  man  aus  der  ßewegungsgleichung,   indem  man  sie 
auf  jedes  einzelne  Glied  der  letzten  Summe  anwendet, 

l    r^„  ^  _1_  d^(p„x  ^_j^ 
q,,    dt^  (fnX     dx^ 

und  die  Grenzbedingungen  ergeben,  daß 

;.„    m^    JT'U'^,  (p„X   =    y2C0S»-T  ( 

zu  setzen  ist. 

Nun  ist  bei  der  zugrunde  gelegten  Form  der  Beweguugs- 
gleichung  du/dx  die  in  der  Kichtung  wachsender  ./•  wirkende 
Spannung;  wenn  daher  in  einem  Punkte  x  =  i  eine  Einzelkraft  1* 
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wirkt,  so  muß  dieselbe  mit  deu   auf  beiden  Seiten  dieser  Stelle 
angestrebten   Grenzwerten   der  Spannung  im  (ileichgewicht  sein : 

oder  für  P   -  1 

au  '-"^  j 

dX    ;  ^0 

Wirkt  ferner  in  irgend  einem  Element  du  eine  longitudinale 
Kraft  l'rf.r,  so  muß  sie  im  Gleichgewicht  stehen  mit  der  Resul- 
tante der  in  den  Enden  des  Elements  auf  dieses  wirkenden 
Spannungen,  also 

Sucht  man  also  nach  dem  Ansatz  des  J;  15  die  Gleichgewichts- 
tigur  des  Stabes  unter  der  Wirkung  einer  an  der  Stelle  ^  an- 
gebrachten Kraft  von  der  Intensität  Eins  und  einer  im  Element 
(Ix  angebrachten  Kraft 

Ydx  =  —  (poX.cpo^.dx  rr=  —  dx, 
so  ist  die  zugehörige  Verrückung  diejenige  Lösung  der  Gleichung 

'^'"-1  -0 

die  die  Grenzbedingungen 

du  "^'^''^ _  ^ 
dx\ 

erfüllt  und  an  der  Stelle  £  eine  Unstetigkeit  darbietet,  die  durch 

die  Gleichung 

du^-^  _ 

dx  (  +  1) 

definiert  wird. 

Als   Lösung    dieser  Aufgabe   ergibt    sich,    wie   schon    in    jj   1 

bemerkt  ist,  für  ./    -<  $ 


für  .T 


a«  4-  i* 
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uiul  wenn  man  u  durch  K(u\  $)  ersetzt,  gilt  fiii-  die  I-'unktionen 
q^^.i,  (f.^u,...  die  Integralgleichung 

was  mau  aus  den  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  K  {x,  |) 
und  (f'.,x  sind,  leicht  verifiziert.  Die  Konstante  c  bestimmt  das 
tilied  'loff,,''  in  der  allgemeinen  Formel  des  §  15;  setzt  man 

so  findet  man 

(/„  =  0,   j  A'(x,|)(/|  -=  U, 

0 

uml  diese  Gleichung  bedeutet  offenbar,  daß  der  Schwerpunkt  des 
Stabes  seine  ursprüngliche  Lage  behält. 

Ein  verwandtes  iSeispiel  bietet  das  in  i;  10  betrachtete  ro- 
tierende Seil,  wenn  es  nicht  in  der  Achse  endet,  sondern  sich 
von  .'  —  —  1  bis  iv  =  -j-  1  erstreckt  und  auch  da,  wo  es  die 
Achse  schneidet,  längs  dieser  beweglich  ist  wie  ein  Faden  in 
einem  länglichen  Nadelöhr.  Mau  hat  dann  für  die  Funktion  9:,, 
die  Bedingung,  daß  die  Größen  g'„(-i-l)  und  q),^{—l)  endlich 
sein  müssen.  l>ie  Randwertaufgabe,  in  der  die  Differential- 
gleichung 

auftritt,  hat  auch  eine  Lösung,  wenn  /.  — -  <>  gest-tzt  wird,  und 
zwar  die  Konstante;  normiert  man,  so  ergibt  sich 

1 

(poX    - 

]^ 

Da  nun  wie  in  i;  10  auch  hier  die  Spannung  durch 

ausgedrückt  wird,  so  tindet  num  für  die  (ireensche  Funktion  die 
Gleichung 

"4„-.);;:|-,,x..„i--o. 


d 

l   \  du 


(/./•  ax 
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uud  die  L'nstetigkeitsbedliiguug 

du  '~^ 

('-"^d  .  ='■ 

"  ■'    ;  +  o 
Setzt  mau   h  =  K{a\^)   und   bestimmt  die   in   h  verfügbare 
additive  Konstante  so,  daß  die  Gleichung 

4  1 

\K{x,$)dx  =  0 

besteht,  so  tindet  man 

x<^.     /q.r,|)=-llog[(l-./)(l-f  |)j-i+log2, 
,r  >  ^     Kix,  £)  ^_i  log[(l  +  .r)  (1  -  ^)]  -  \  +  log 2. 

Die  Lösungen  des  Randwertproblems  sind,  wie  im  vierten 
Abschnitt  näher  ausgeführt  werden  soll,  die  Legendreschen  Poly- 
nome beliebigen  Grades. 

Ein  weiteres  Beispiel  dieses  Falles  findet  sich  bei  den  trans- 
versalen Schwingungen  eines  Stabes,  dessen  Enden  beide  frei 
sind.  Hält  man  die  Bezeichnungen  des  §  11  fest,  so  hat  man 
für  die  Verrückung  die  Differentialgleichung 

d*u    ,    d^u        ^ 
0)  ^^^+81^-  =  " 

und  die  Grenzbedingungen 

Diese  Forderungen  werden  zunächst  erfüllt,  wenn  man 
ti  =  qcp  X 
setzt  und  die  Differentialgleichungen 

cp"x  =  0,  ^^^1  =  0 

gelten.  Die  Größe  (px  kann  dann  aus  zwei  linear  unabhängigen 
linearen  Funktionen  von  a:,  etwa  1  und  ./•  —  r  zusammengesetzt 
werden;  diese  sind  aber  nur  dann  zueinander  ortiiogonal.  wenn 
die  Gleichungen 


^(x-c)  dx  =  0, 


c  =  i 


gelten.    Die  Funktion  .r— ^  wird  ferner  erst  dann  normiert,  wenn 
wir  sie  mit  \[2  multiplizieren;  denn  man  tindet  leicht 
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Hiernach  wird  iiiaii  setzen  küuiien: 

(jTo-r  =  1,  (p„i''  =  Vl'-^  (^— i). 

und  es  gibt  spezielle  Verrückuiigen  von  der  P'orni 

't  =  7o<3Po  i-'  =  7o  "  ^^  'loifpoi-^'  =  V12  7oi(^'—  7)' 

in  denen  (/^  und  g^i  lineare  Funktionen  der  Zeit  sind,  so  daß 

Die  mechanische  Redeutuni;  dieser  Verrückiingen  ist  leicht 
ersichtlich:  die  erste  ergibt  eine  longitudinale  Verschiebung  des 
unverzerrten  Stabes,  die  zweite  eine  Drehung  um  den  Mittel- 
punkt ./•  =  h  Daß  die  potentielle  Energie  des  Stabes  von  den 
Amplituden  dieser  Bewegungen  unabhängig  ist,  wenn  von  der 
Schwerkraft  abgesehen  wird,  machen  schon  allgemeine  dynamische 
Erwägungen  plausibel. 

Ferner  werden  die  Forderungen  (1)  und  (2)  erfüllt,  wenn 
man  ansetzt: 

u   =  q„(p„X, 

sind  ?«„  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

cos  mlHiUu  =  1, 

so  findet  mau 

A„  =  am*,, 

und  wenn  man  die  Funktionen  9-,,  /   normiert, 

(sinm„-3iiim,,)(cos»i,^.t+ffofm„.r)-(co8»»,, -ffojm„)(flinHJ„.r+«inw^x) 
'"*  3:ii»».„-sin«i„eoJHi„  "' 

Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt  leicht 
1 
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außerdem  aber  auch 

q?„f/..du  =  y      (p\''u.da  =  ^    [cp',"  1  —  cf'n'O]  =  0, 

0  ü 

1  1  1 

u  qp„  «  .  f/ «  —   ,        «  (^  „  a  .  (/ «  =^  ry.  9,,,  «      —      qp     «  .  (/  u 

J  ^n  .1  '^»i  l  0  J  I 


a 


1 


=   -  («  g?;;' «  —  qp ;; «)    =  o. 

Die  Funktioueu  qp„ ,/  sind  also  nicht  nur  untereinander, 
sondern  auch  zu  den  Funktionen  (p^x  und  (poi^'  orthogonal.  Man 
findet  daher,  indem  man 

setzt,  für  die  lebendige  Kraft  des  Stabes  den  Ausdruck 
1 

0 
und    die    Bewegungsgleichuugen    (4)    und   (3)   werden  richtig   er- 
halten, wenn  man  für  die  potentielle  Energie  den  Ausdruck 

II 
ansetzt. 

Um  jetzt  der  allgemeinen  Methode  gemäß  den  Kern  einer 
Integralgleichung  zu  erhalten,  deren  Lösungen  die  Funktionen 
(pnX  sind,  lassen  wir  im  Punkte  |  eine  transversale  Kraft  von 
der  Intensität  Eins  wirken;  die  von  ihr  bewirkte  Verrückung  !< 
hat  dann    nach   ?i  11    die   Fustetigkeit,   die  durch   die  (Heichung 

ausgedrückt    wird.      Ferner   rührt    an    jeder    Stelle    von    der    \  er- 
rückung  k   eine  ti-ansvers:ih'   Ki'nft 

—  H      ,  (1.1 

(Li* 

her;  h-issen   wir  nun  außerdem   die   Kräfte 
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wirkeu,  so  ergibt  sich  als  Gleichgewichtsbedingung  die  Gleichung: 

(6)  u  -J-^  +  <Po  ^  •  «Pol  +  Toi  ^-  •  «Toi  I  =  0 

oder  ^'*^<   ,    ,    ,    ,  w         ,^  /v       ,v 

Diese    Differentialgleichung    verbunden    mit    der    Unstetiirkeits- 
beziehung  (5)  und  den  Grenzbedingungen 


0,1 

=  0 


ergibt  durch  elementare  Rechnung  folgenden  Ausdruck: 
au  —  üjv^j,^)  —        j2  10        ^  4 

3:0  +  15      x*-\-^*      3'|  +  a:|a      a;8+fc3       13   ^ 
"^      20  6  4         "^      12      "^  35^- 

-2Vo(^+')+rö6- 

Aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  folgt  mittels  der  Identität 

dUo  d^v  d    r    d^w  d^v       div  d-v       did^in 

^  dx^  ~~^dx*  ~  dxl  Jx^  ~  '*'  dlc^  "*"  Jx  Jx^  ~  dx  Jj^l 

die  Integralgleichung 

0 

sowie  die  Beziehungen 

1  1 

[  K{x,  ^)(p(,x.dx  =  \  K{x,  I) (jpoi  x.di  =  0. 

Ö  0 

i5  IT. 

Die  ausgearleten  Fälle  nach  einer  zweiten  Methode.    Systeme,  deren 

Schwingungszahlen  sich  im  Endlichen  häufen. 

Eine  andere  Methode,  die  ausgearteten  Fälle  /u  behandeln, 
ergibt  sich,  wenn  man  davon  ausgeht,  daü  die  ersten  Entwicklungen 
des  §  12  gültig  bleiben,  wenn  beliebig  viele  der  Konstanten  ). 
verschwinden.  In  den  Entwicklungen  nämlich,  die  von  der  Glei- 
ciiung  (1)  aus  zu  dem  HesuUat  (2)  füliren.  treten  überall  nur 
die    Nenner  ).„  —  ß'^   auf;   ist   also   /i    von    Null    und   allen    nicht 

Kneser,  Iiitof^ralgleichungcu.     2.  AuM.  ty 
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verschwindenden    Werten    A„    verschieden,    so    repräsentiert    der 
Ausdruck 


die  Amplitude  einer  erzwungenen  Schwingung,  und  .\"  ist  der 
Raumfaktor  der  wirkenden  Kraft.  Läßt  man  diese  wieder  in 
eine  allein  an  der  Stelle  ^  wirkende  Kraft  von  der  Intensität 
Eins  in  der  Weise  ausarten,  daü  die  Gleichung 

^Kdx  =  1 
gilt,  so  geht  die  Größe  u  in  die  Form 

über,  und  diese  kann  als  symmetrischer  Kern  einer  Integral- 
gleichung benutzt  werden,  deren  Lösungen  alle  Funktionen  (p„x 
sind,  gleichviel,  ob  die  zugehörigen  Werte  A„  verschwinden  oder 
nicht.     Denn  offenbar  gilt  die  Gleichung 

und  die  Differenzen  A„  —  [P  sind  alle  von  Null  verschieden. 

Der  Nutzen  dieser  Bemerkung  beruht  darauf,  daß  die  mecha- 
nische Bedeutung  der  Größe  u  unter  Umständen  gestattet,  sie 
explizite  auszurechnen  und  dadurch  die  biliueare  Reihe  (1)  strenge 
zu  summieren. 

Wirkt  z.  B.  auf  die  transversal  schwingende  Saite  oder  den 
longitudinal  schwingenden  Stab  im  Punkte  a;  =  ^  die  Kraft  von 
der  Intensität  cos  (/j  f -f  y ) ,  und  soll   die  Verrückung  n   in   einen 
Raum-  und  Zeitfaktor  nach  der  Gleichung 
u  =  II  cos  {ji  i  4-  }') 
zerfallen,  so  muß  nach  §  9  (8)  die  Gleichung 

coa{ßt-^y)  -'^^".  cus(/i^-f  r) 
oder 

dx  1+  0 
bestehen.     Ferner  gilt  allgemein  die  Differentialgleichung 


s  — 0 

=  0 
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und  die  GrenzbediuguDgen  sind  im  Falle  der  Saite 

II  "'^^O, 


im  Falle  des  Stabes 

dx 


=  0. 


Die  diese  Forderungen  erfüllenden  (irößen  u  sind  aber  schon  in 
§  1  bestimmt;  man  findet  bei  der  Annahme  x  >.  ^  für  die  Größe 
u  im  Falle  der  Saite 

3in/i(l  —  x)B\nß^ 

im  Falle  des  Stabes 

^"^  ß  ein  ß 

und  bei  der  Annahme  x  <^  ^  sind  die  Buchstaben  .7'  und  t:  zu  ver- 
tauschen. 

Die  sämtlichen  beim  Stabe  auftretenden  Eigenfunktionen, 
auch  die  Konstante,  der  kein  Glied  in  der  potentiellen  Energie 
entspricht,  sind  also  Eigenfunktionen  des  Kernes  (2),  und  der  Eigen- 
funktion 1  entspricht  der  Eigenwert  —  jP,  der  Eigenfunktion 
y2cosw:r.r  der  Eigenwert  n^n^  —  ß^.  Nimmt  man  übrigens  ß 
komplex,  so  ist  der  Ausdruck  (2)  im  Sinne  der  Funktionentheorie 
eine  meromorphe  Funktion,  deren  Partialbrucheutwicklung  einen 
strengen  Beweis  für  die  bilineare  Formel  des  Kerns  u  liefert  und 
ferner  noch  für  die  Entwicklung  seiner  Ableitung  nach  .r  oder  |. 
Diese  Beweismethode  läßt  sich,  wie  wir  später  sehen  werden, 
auch  in  allgemeineren  und  schwierigeren  Fällen  anwenden. 

Hier  möge  eine  Betrachtung  über  ausgeartete  Green  sehe 
Funktionen  Platz  finden,  die  von  Fredhol ra  herrührt  und  von 
Schaefer  auf  die  Theorie  der  Dispersion  und  der  Serienspektren 
angewandt  ist. 

Sei  A' (j",  a)  einer  dieser  Kerne,  für  den  die  Gleichung 

f  7v  (j-,  a)  du  =  0 
oder  allgemeiner  die  Gleichung 

(3)  I  A'  (./•,  a)  da  =  « 
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gilt,   in   der  a  eine  negative  Konstante  bedeutet.     Sei  ferner  dO.r 

die  Verrückung  au  der  durch  x  bezeichneten  Stelle  eines  linearen, 

von  a:  =  0  bis  a:  =  1    erstreckten  Massensystems  'DJi   und   werde 

angenommen,  daß   das   Massenelement  du  auf   das   Element  dx 

die  Kraft  ^^^       ,.^         a-,   i  j    j 

K {x,  a)[0x  —  & «J d xdu 

ausübt.     Dann  wirkt  auf  das  Element  dx  die  Gesamtkraft 
1 
dx  \K{x^Dc)[&.i — &u]du, 

0 

und  man  erhält  die  Bewegungsgleichung 

1 

d^&x  f 

dx  =  dx     K{x^  «)  [@x  —  ®a\da. 

0 

Soll  das  System  harmonisch  schwingen,  so  hat  man  etwa 

S  X  =  (px .  cos{ßt  -\-  y) 

zu  setzen  und  erhält  sofort 

1 

—  ß^  (px  =  \  K (a',  d)  [^(p  X  —  <jp «]  (/ a , 

0 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3): 

1 

—  ß^cpx  =  a(px  —  I  K{x^  u)  (p ci . da, 

0 

1 

(4)  (p  X  =  l  \  K (a',  a)  cpa.da, 

0 

wobei  zu  setzen  ist 

Die  Eigenwerte  der  Gleichung  (4)  werden  sich  nun,  soweit 
man  nach  allen  bisherigen  Beispielen  vermuten  darf,  nur  im 
IJueudlicheu  häufen;  sind  ihrer  unendlich  viele,  wie  in  den  be- 
trachteten Beispielen,  so  erhält  das  Massensysteni  O.K  unendlich 
viele  Schwingungszahlen  /i,  die  sich  in  der  Nälu'  des  Wertes 
y  —  a  häufen. 

Auch  die  erzwungenen  Schwingungen  dieses  Systems  sind 
leiclit  /u  übersehen.    AVirkt  nämlich  auf  das  Element  dx  die  Kraft 

dx.K  cos  ißt  -f  y) 
und  versuchen   wir, 

Hx  =^  n  cos(/i/  -f  y) 
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ZU  setzen,  so  hat  die  Hewegungsgleichung  die  folgende  Torrn 
1 

dx  ~  ®/  =  dx{K  {x,  a)[0x-(:^a\((a-\-dx.  K  cos  {ßt  +  /) ; 

II 

sie  ergibt  für  u  die  Gleichung 

(/ja  -1-  a)  u  =  f  K{x,  «)  u  («)  du  —  X , 

u 

also  eine  nicbthomogene  Integralgleichung,  die  durch  die  Schmidt - 
sehe  Formel  nach  §  12  sofort  gelöst  werden  kann: 

1 

u  =  -X>i-k^^^^^jx.<pr^xdx. 


Dritter  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  Iiite^ralirlei(huii,u:eii 
mit  symiiietrisehem  Kern. 


§  18. 
Die  Schwarzsehen  Konstanten. 

In  den  ersten  beiden  Abschnitten  ist  nur  von  Integral- 
gleichungen die  Rede  gewesen,  bei  denen  die  bilineare  Formel 
gilt;  sie  wurde  entweder  durch  besondere  Untersuchung  des  Kenis 
bewiesen  oder,  wie  an  einigen  Stellen  des  zweiten  Abschnittes, 
nur  plausibel  gemacht  und  vorausgesetzt.  Diese  Lücken  füllen 
sich  durch  den  Hauptsatz  der  Theorie  der  symmetrischen  Kerne, 
der  von  Hilbert  und  dann  nach  anderer  Methode  von  Schmidt 
bewiesen  ist  und  dahin  lautet,  daß  jeder  stetige  symmetrische  Kern 
mindestens  eine  Eigeutunktion  besitzt. 

Die  Buchstaben  ar,  y,  a,  . . .  mögen  Stellen  eines  reellen  Grund- 
gebietes von  beliebig  vielen  Dimensionen,  (/./,  f/ //,</«,.. .  die 
Elemente  dieses  Gebietes  bedeuten;  jedes  unbestimmte  Integral- 
zeichen bedeute  die  Integration  über  das  Grundgebiet,  also  ein 
80  vielfaches  Integral,  wie  die  Anzahl  der  Dimensionen  des  (n-und- 
gebietes  beträgt.  Durch  K{x,y)  werde  eine  reelle,  im  Grund- 
gebiet stetige,  in  den  Stellen  .?  und  //  symmetrische  Funktion 
derselben  bezeichnet.     Die  I'ehauptung  ist,  daß  die  Gleichung 

<jp  ./•  =   A   I   K  (.T,  «)  Cp  U  .  (l  OL 

zu  erfüllen  ist  durch  passende  Wahl  der  Konstanten  l  und  der 
(Jröße  ifX  als  im  Grundgebiet  stetiger  Funktion  iler  Stelle  .r, 
also  einer  Funktion  von  so  viel  Variableu,  wie  die  Anzahl  der 
Dimensionen  des  Grundgebietes  betrügt. 
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Der  Grundgedanke  des  Schmidtschen  lieweises  kann  nun 
deutlich  gemacht  werden,  indem  man  ganz  hedingt  von  der 
bilinearen  Formel 

ausgeht  und  wie  gewöhnlich  die  Gleichung 

(f„ ./•  =  ;.„  \  K {x,  u)  (f„u.  da 

ansetzt.  Ersetzt  mau  dann  in  der  bilinearen  Formel  ij  durch  «, 
multipliziert  mit  K{K,y)  und  benutzt  die  Integralgleichung,  so 
ergibt  sich 

R  (./•,  r/)  A  («,  //)  dx  =   \     ^ r^ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  heißt  der  zu  A'  (a:,  y)  gehörige 
einmal  iterierte  Kern  und  werde  durch  K^  (./■,  ij)  bezeichnet.  Setzt 
man  ferner  allgemein 

A'"  + 1  (JT,  y)  =  j  A.'"  {X,  «)  A'(«,  y)  d  u. , 

wodurch  die  mehrfach  iterierten  Kerne  definiert  sind,  so  ergibt 
sich  die  allgemeine  Formel 

K'"{x,y)  =  2^  — -^-^• 

Denkt  man  sich  nun  die  Eigenwerte  A„  nach  wachsender  Größe 
des  absoluten  Betrages  geordnet,  so  wird  das  erste  Glied  wahr- 
scheinlich sehr  bald  die  spcäteren  überwiegen,  und  ergeben  sich 
bei  großen  Werten  von  m  die  annähernden  Gleichungen 

K'"  (x,  y)  k'{>  =  (f,  X .  (p^y 

und  hieraus,  wenn  die  Funktion  (p^x  der  Gleichung 

l{(p,xr-dx=\ 
gemäß  normiert  wird, 

[7v"'(.r,.r)./r  =  ^,. 

Hiernach    erwartet   man,   den    kleinsten  Eigenwert   Aj    durch   die 

Formel 

1 


=  lim 

»•  1  »I  3C 


I  A'"'  •  >  (./,  X)  dx:  I  A"'  {x,x)  dA 


und  eine  zugehörige  Eigenfunktion  q^x  durch  die  Gleichung 
('(f^  X  =  lim  A'"'  (.r,  y)  /.'[' 
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ZU  erhalten,  in  der  C  eine  von  x  unabhängige  Größe  bedeutet. 
Der  Schmidtsche  Beweis,  den  wir  geben,  zeigt  nun  in  der  Tat, 
daß  die  in  den  letzten  beiden  Gleichungen  auftretenden  Grenz- 
werte existieren  und  in  gewisser  Weise  die  gesuchten  Größen 
ergeben.  Die  in  der  vorletzten  Gleichung  auftretenden  Integrale 
sind  die  Schwarzsehen  Konstanten    U,,,- 

Das  allgemeine  Ilaupthilfsmittel  ist  die  Schwarzsehe  Un- 
gleichung 

[jfx.  Fx  dx]^  ^  j  (/V)2  dx  j  (Fx)^  dx, 

in  der  fx  und  Fx  auf  dem  Grundgebiet  stetige  Funktionen  des 
Ortes  bedeuten;  sie  können  auch  unstetig  sein,  wenn  nur  die 
Integrale  ihrer  Quadrate  und  ihres  Produktes  über  das  Grund- 
gebiet endlich  und  bestimmt  sind.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
gilt,  wenn  p  und  q  beliebige  reelle  Größen  sind,  die  offenbare 
Ungleichung 

jij'fx+qFxydx  ^  0 
oder 

i)2  j (fxy  dx-\-^pq^fx.Fxdx-\-  (/2  j {Fxy  dx^O. 

Nun  kann  die  quadratische  Form  Ap'^^Bpq-}-  Cq^  nur  dann 
bei  beliebigen  Werten  von  p  und  q  niemals  negativ  werden, 
wenn  die  Ungleichung 

A  C  —  Ji'  ^  0 

gilt,  und  damit  ist  die  ausgesprochene  Behauptung  erwiesen. 

Um  nun  zur  Untersuchung  der  Schwarzsehen  Konstanten 
überzugehen,  beginnen  wir  mit  der  Bemerkung,  daß  auch  die 
iterierten  Kerne  symmetrisch  sind. 

Denn  ist  dies  bis  zu  K"  {x,  ij)  hinauf  bewiesen,  so  gilt  die 
Gleichung 

K"+'{y,z)  =  ^  K-  (X,  y)  K  {x,  z)  d  x 

=  j  f  K"  -  ^  {x,  x)  K(ti,  y)  K{x,  z)dxd  u, 
oder,  da  man 

I  A'"  - '  («,  ./■) K{x,  z)dx  =  A'"  («,  z) 

einführen  kann, 

!<•'  +  1  (//,  z)  -     f  K"  (u,  z)  K{u,  y)  d  u  -r  K"  +  '  (e,  //), 

womit  das  Behauptete  erwiesen  ist. 
Ferner  gilt  die  Gleichung 

( 1 )  A'"  ^  •  (.c,  y)  =  \  K"  (a,  x)  K '"  («,  y)  d  «, 
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jedeufalls  für  /■  =  l ;  gilt  sie  aber  für  irgend  einen  Wert  von  r, 
so  gilt  sie  auch  für  den  um  Eins  größeren.  Denn  aus  ihr  folgt, 
da  man  die  Integrationen  vertauschen  kann, 

j  A'»  +  '■(./',  //)  7v'(//,  s)  du  =  j  j  A'"  («,  ./•)  K'-  («,  ij)  K{z,  y)  d  o.  d  y, 

oder 

A:»  +  '-+'(.r,^)  =  J  A"(«,  a:)iC'-  +  »(a,  ^)fZa, 

wie  behauptet  wurde.  Die  Gleichung  (1)  gilt  also  allgemein. 
Aus  ihr  folgt  sofort 

L'„  +  r  =  II  A'"  (a,  x)  K''  (cK^  Ji)d  r/,  d  j.\ 
Vi,,      =  [  j  A"  («,  .x-)2 f? a rf .r, 
und  hieraus  nach  der  Schwarzsehen  Ungleichung 

^  .1  +  r  ^    l'  in  '  t/2  rj 

und  speziell 

(2)  L  2  H         ^     L' 2  rt  —  2   ^  2  ».  +  2  • 

Ferner  läßt   sich  zeigen,   daß  alle  Größen  Ui»  positiv  sind. 
Denn  zunächst  gilt  dies  von 

IJ^  =  \  K^{u,a)da  =  j  j  A(.r,  a)  K {x,  «) d x d «, 

da  K{x^y)  nicht  identisch  verschwindet.  Wäre  nun  r^,,,  die 
erste  verschwindende  der  Größen  ^J^^  t^g»---»  so  hätte  man  der 
Gleichung  (1)  zufolge 

U^„,  =i\K'-{x,a)Ulxda, 

also  verschwände  K'"{x^a)  identisch,  mithin  auch  der  Formel  (1) 
zufolge  A'"  + '  (t,  a).  Ist  dann  2  r  die  gerade  der  Zahlen  m  und 
m-\-  1,  so  verschwindet  die  Größe 

A2'(a;,  ./•)  =  j  A'- (j-,  «)2  (/ «, 
mithin  auch  K'' {x,  u)  identisch,  mithin  ist 

i\.  =  j  A-- («,  u)da  =  0,       i'r  +  x  =iK'-  +  ^{(x,a)da  =  0. 

Damit  geriete  man  aber  in  einen  Wider8i)ruch  zu  der  Voraus- 
setzung, ^2,,,  sei  die  erste  verschwindende  in  der  Reihe  der  Größen 

Man  kann  daher  in  der  Beziehung  (2)  stets  durch  To,, .  l  >n-% 
dividieren  und  erhält 

(3)  ü<-p?^S%t.^ 

f  in  —  i  tyj ,1 


^ß-ti<  r^, 
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Anderseits  ergibt  sich  mittels  der  (üeichung  (Ij  aus  der  ofien- 
baren  Beziehung 

f  [ij2  A'-"  (.,,  f/.)2  -}-  22>qK"'  {i\  a)  K"  (y.  a)  +  q^  K'  (y.  a)^]  du^O 
oder  aus  der  allgemeinen  Schwarzsehen  Ungleichung  das  Resultat 

A'"'  +  »■  (.r,  //)2  ^  j  A»"  (.r,  a)2  rf  «  f  A''-  (//,  uy  iJ «, 
und  hieraus,  indem  man  über  das  Grundgebiet  zweimal  integriert, 

f  f  7v  "'  +  >■  (.r,  yy-  (I X  d  y  ^  f  f  TT"'  (./■,  «)=  r7 ./  (/  r/. .  f  (  A-"  (;/,  «)2  r/  //  r/ «, 
oder 

(4)  c/2  m  +  2  r  ^    f   2  m    '    2  r 

und  speziell 

l^2n. 

Die  positiven  Größen  r2m4-2:  t^2m,  die  nach  der  Relation  (3)  mit 
m  wachsen,  bleiben  also  unter  einer  endlichen  Schranke,  und  es 
gibt  daher  einen  positiven  Grenzwert  c  derart,  daß 

T  f-2ii+2  ^2n  +  2^.^„ 

n  =^  00        t>  2  n  t-  2  n 

die  letzte  Ungleichung  kann  auch  geschrieben  werden 

t^2ii  +  2  ^    f^2n 

SO  daß  die  positiven  Größen  L^m  '■  c'"  unter  einer  endlichen  Schranke 
liegen  und  sich  mit  wachsenden  Werten  von  m  einer  nic-ht  nega- 
tiven Grenze  T  annähern.  Diese  ist  positiv;  denn  schreibt  man 
die  Ungleichung  (4)  in  der  Form 

jj        ^^    f^n.+2r  jr       -^      l'2m  +  2r         l'im  +  jr-i  l'im  +  i 

fJir  ^    f-^ 1  t  2i-  ^  77  *  7t  "  '        7"  » 

f-  2  m  t>'2m+2r  — 2       «-2t>i  +  2r  — 4  i2ni 

SO  sind  alle  einzelnen  Brüche  auf  der  rechten  Seite  der  Be- 
ziehung (3)  zufolge  nicht  kleiner  als  der  letzte  von  ihnen,  also 


und  da  die  rechte  Seite  dieser  Ungleichung  sich  bei  wachsenden 
Werten  von  m  der  Grenze  C  niihcrt,  folgt  allgemein 

^''■^  1, 

er    —     ' 

und   hieraus  ., 
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ii  !'■'• 
Beweis  für  die  Existenz  einer  Eigenfunktion. 

Die    zu    Anfang    des    vorigen    rariigrapla-n    durchgeführten 
heuristischen  Betrachtungen   führen   nun  zu  der  Vermutung,  dali 

I  =  '•.-. 

d.  h.  gleich  dem  Quadrat  des  kleinsten  Eigenwertes,  und  daß  ein 
zugehöriges  Aggregat  von  Eigen funktionen  in  der  P'orm 

lim  Af"'  A"^' '"  (r,  ,i)  =  lim  ^lÜ^:'') 

»1  :=  X  m  =;  OD  t' 

darstellbar  ist.  Jetzt  sind  wir  hinreichend  vorbereitet,  um  zeigen 
zu  können,  daß  dieser  Grenzwert  wirklich  existiert  und  eine 
Eigeufunktion  des  Kerns  K^{2\  y)  darstellt.  Aus  der  Gleichung  (1) 
des  {5  1'*^  folgt  nämlich 

c"'  "^  "  c" 

und  hieraus  nach  der  Schwarzsehen  Tngleichung 

Jj  ''A  c'»  +  "->  /  ^..+2M^2-      -^  - 

oder,  nach  der  Definition  der  Größen  /'„, 


K^m  +  ^-(x,y) _  K^-^y)  '\i\m±*n-i  _  2l\^^,„_,       L\^_,\ 

f.m  +  n  f^n  —  Ip2m  +  2n  — 2  ^m  +  2«  — 2        '      ^2  n  — S 


liier  wird  die  Klammer  auf  der  rechten  Seite,  sobald  ti  hin- 
reichend groß  gewählt  ist,  so  klein,  wie  man  will,  da  dann  ihre 
Glieder  den  Werten  T.  — '2  l\  l'  beliebig  nahe  liegen;    der  zweite 
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Faktor  der  rechten  Seite  liegt  unter  einer  festen  Schranke.  Die 
Ungleichung  zeigt  also,  daß  der  Grenzprozeß 

hm  ^--^ 

bezüglich  der  Variablen  :r,  y  im  Grundgebiet  gleichmäßig  konver- 
giert, und  zwar  gegen  eine  stetige  Funktion  f(x,  //),  die  offenbar 
in  X  und  y   symmetrisch   ist.     Sie   ist   ferner   Eigenfunktiou   des 

Kerns  K^  und  gehört  als  solche  zum  Eigenwert  ,  wie  die 
Gleichung 

A_l^i'  —  _    7v^2  (x^  a) ^^    ^  d  u 

f.m  +  1  c  }  V    .      /  ^m 

zeigt.  In  dieser  kann  man  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz 
des  Grenzprozesses  m  beiderseits  unendlich  wachsen  lassen  und 
erhält  so  .    . 

und  ebenso  .    , 

Endlich  verschwindet  die  Funktion  f{x,  y)  nicht  identisch,  da  die 

Größe 

f{x^  x)dx 

sich,  wenn  n  hinreichend  groß  genommen  wird,  von    • 

^AK^"{x,x)dx  =  --", 

also  auch  von  U  beliebig  wenig  unterscheidet.  Letztere  Größe  ist 
aber  als  positiv  erkannt;  beiläufig  ergibt  sich  noch 

{f{x^x)dx=^  U. 

Hiermit  ist  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  K^  konstruiert. 
Wenn  aber  eine  Gleichung  von  der  Form 

( 1  j  <jp  .r  =  A  I  7i ■'  (.i-,  «)  (pada 

besteht,  in  der  A  positiv  ist,  so  setze  man,  durch  a  eine  Konstante 

bezeichnend, 

(2)  il'x  =:  cp  X  —  a[  K{x,a)(pa.((u; 

dann  folgt 

\  h'(r,ii)n'ii.dß  —  \K{x,li)cpli.dß-<i^K(li,rK)K{.r,li)(fa.dadii 

=r  I  K (.r,  ji) (f  ji . (Iß       (I  \  K-  ( /',  «)  (pu.tia, 
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wobei  im  letzten  Gliede  rechts  die  Integrationen  vertauscht  sind, 
und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben 

J  Ä  (X,  ß)  %'ii.,1(i  = ~^~ ^^    ffX, 

also,  wenn  «t  =  1  A  gesetzt  wird, 

Damit  ist  gezeigt,  daß  auch  der  ursprüngliche  Kern  K(.i,y) 

eine  Eigenfunktion  besitzt,  die  zu  dem  Eigenwert  \  k  gehört.     Das 

würde  auch  gelten,   wenn  i'x  identisch  verschwände;   denn  dann 

wäre  /-  r   ^ 

(fx  =  y  A  I  K{x,  tt)(f.  u.  (l  a, 

also  g)X  selbst  schon  die  gesuchte  Eigenfunktion. 

Hiermit  ist  vollständig  bewiesen,  daß  jeder  reelle  stetige 
symmetrische  Kern  mindestens  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende stetige  Eigenfunktion  besitzt,  die  zu  einem 
reellen  Eigenwerte  gehört. 

Eine  bedeutsame  Verallgemeinerung  ergibt  sich  sofort  aus 
dem  soeben  vollzogenen  Übergang  von  qpa;  zu  tpx^  von  K^{x^y) 
zu  K{x,  11).  Sei  jetzt  die  symmetrische  Funktion  Ä'(./-,  y)  auf  dem 
Grundgebiet  unstetig,  vielleicht  auch  unendlich,  aber  so  beschaffen, 
daß,  wenn  /'«  und  /"(«,  x)  auf  dem  Grundgebiet  stückweise  stetige 
Funktionen  von  einer  und  zwei  Stellen  sind,  die  Größe 

[  K{x,  a)fuda 

eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  daß  ferner  bei  dem  Integral 

[  j  /'(a-,  «)  A'  (x,  «)  d  X  d  « 

die  Folge  der  Integrationen  gleichgültig  ist,  daß  dasselbe  bei  dem 
ersten  der  Integrale 

I J  K{x^  a) K{y,  «) /« . dudx,     \  A'(r,  «)  A'(t/,  a) /'«  . (/ a 

gilt,  und  daß  das  zweite  dieser  Integrale  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  //  ist.     Endlich  möge  atich  das  Integral 

1 J  A (j-,  a)  A (»/,  «) /■(«,  x) dxdy 

Vertauschung  der  Integrationen  gestatten.  Dabei  definieren  wir 
wie  in  Jj  2  die  Eigenschaft  des  stückweise  stetigen  in  folgender 
Weise.  Das  Grundgobiet  werde  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teil- 
gebieten  zerlegt;    bewegt   sich   die   unabhängige   Stelle   in   einem 
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Teilgebiet  mit  Einschluß  der  Kaiullinie,  so  ändert  sich  die  ab- 
hängige Größe  stetig;  ihr  Wert  auf  einer  Randliuie  braucht  nicht 
eindeutig  festgelegt  zu  sein.  Sind  diese  Voraussetzungen  erfüllt, 
so  wollen  wir  K  einen  brauchbar  unstetigen  Kern  nennen. 
Dann  ist  jedenfalls  auch  die  Größe 

K^{x,ij)=\K{x,a:)K{y,u)da 

in  X  und  y  stetig  und  symmetrisch,  kann  also  als  Kern  einer 
Integralgleichung  (1)  genommen  werden,  die  nach  dem  bewieseneu 
Hauptsätze  eine  stetige  Lösung  besitzt.  Der  Übergang  von  dieser 
zur  Gleichung  (2)  kann  dann  ebenso  gemacht  werden  wie  soeben, 
da  die  dort  hervorgehobene  Änderung  der  Integrationsfolge  gerade 
eine  von  denen  ist,  die  bei  brauchbaren  Kernen  erlaubt  sind,  und 
da,  wenn  cpx  stetig  ist,  dasselbe  von  i'X  gilt,  da  diese  Größe  zufolge 
der  ersten  der  die  Brauchbarkeit  kennzeichnenden  Eigenschaften 
in  .r  stetig  ist.  Damit  ist  gezeigt,  daß  auch  jeder  brauchbar 
unstetige  symmetrische  Kern  mindestens  eine  stetige 
Eigenfunktion  besitzt. 

Ein  brauchbar  unstetiger  Kern  ist  mit  seineu  Eigenfunktionen 
schon  im  zweiten  Abschnitt  vorgekommen;  auf  der  Strecke  von 
a;  =  0  bis  X  =  1  als  Grundgebiet  setzten  wir,  wenn  x  -^  t.  war, 

K{x,^)  =  log^, 

und  dieser  Kern  wird  unendlich  für  x  =  ^  =  0. 


!?  20. 

Das  vollständige  System  der  Eigenfunktionen. 

Um  die  Gesamtheit  der  Lösungen  einer  Integralgleichung 
überblicken  zu  können, 'nehmen  wir  an,  zu  dem  Eigenwerte  A 
gehöre  eine  einzige  oder  allgemeiner  k  zueinander  orthogonale 
und  normierte  Eigenfunktionen  cpiX,  (p.^x, ...  (fk.f  als  Lösungen 
der  Integralgleichung 

q)  X  =  AI  K  ( ,/ ,  (/. )  (f  a  .  d  «, 

so  daß  die  (ileicliungcn 

1  <jp,,  ./•  .(poX.  (Ix  =  0,     j-,  y  — -  1 , . . .  /.",     I'  ^  p. 

\iff>,.x)^dx  =  1 
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gelten;  dabei  braucht  der  Kern  zunächst  nicht  symmetrisch  vor- 
ausgesetzt zu  werden,  sei  aber  stetig.  \Vir  bilden  nun  die  nicht 
negative  Größe 

setzen  wir  besonders 


so  folgt 


und  hieraus 


=     A'  {x,  «)  (p,.uda  =  ^-Y~ 


xy 


P=  J7i(a:,«)2r/«_2^;a 


I  Pdx  =  \{k{x,  aydailx  —  ^^, 

und  diese  Größe  ist  wie  P  nicht  negativ.     Daraus  folgt 
/.-  ^  ;.2  \\K{x,ay(lrMLi\ 

d.  h.  die  Anzahl  Je  hat  eine  gewisse  obere  Schranke,  und  zu  jedem 
l'ligenwert  kann  nur  eine  endliche  Anzahl  zueinander 
orthogonaler  Eigen funktionen  gehören. 

Dies  gilt  auch  im  Falle  eines  brauchbar  unstetigen  symme- 
trischen Kerns  nach  der  Definition  des  ^  19;  denn  auch  bei  ihm 
hat  die  Größe  P  und  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (1)  einen 
endlichen  Wert. 

Sei  nun  das  System  der  Funktionen  (p^  .r,  (p.2-*">  •  •  •  ^fc^  ein  solches, 
in  dem  k  seinen  größten  Wert  erreicht;  dann  läßt  sich  zeigen, 
daß  jede  zu  A  gehörige  Eigenfunktiou  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann  mit  konstanten  Faktoren  c„.  Wäre  näm- 
lich tl'x  eine  Eigenfiuiktion,  bei  der  dies  nicht  möglich  ist,  so 
könnte  man  die  Konstanten  />,,  so  bestimmen,  daß  der  Ausdruck 

«;'o  X  =  Ji'  X  —  2  ^'.'  ^  >•  •<■ 

zu  allen  Funktionen  (fyX  orthogonal  wäre;  es  genügt, 
hy  =  l  tp  u .  (p  u .  (l a 
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ZU  setzen.     Die   so  erhaltene  Funktion  toJ:  kann  nicht  identisch 

verschwinden,  da  (hmn  tx  durch  (jTi.r,  cp.^x —  linear  ausgedrückt 

erschiene,   entgegen   der   Voraussetzung.     Man    hat    also    in    den 

Funktionen 

to oc,  (pi  x,...  (pk X 

ein  System  von  /.■  -f  1  zueinander  orthogonalen  Eigeufunktionen, 
da  natürlich  jede  lineare  Verbindung  von  zu  demselben  Eigenwert 
gehörigen  Eigenfunktionen  wie  t^'o-^  wiederum  eine  Eigenfunktion 
derselben  Art  ist.  Damit  ist  gezeigt,  daß  rpx  von  den  Funktionen 
cpiX,  q}nX, ...  cpkX  linear  abhängig  sein  muß. 

Zu  jedem  Eigenwert  einer  Integralgleichung  mit 
stetigem  oder  brauchbar  unstetigem  symmetrischem 
oder  mit  stetigem  unsymmetrischem  Kern  gehört  also  eine 
endliche  Anzahl  zueinander  orthogonaler  Eigenfunk- 
tionen, durch  die  jede  andere  zu  demselben  Eigenw^ert 
gehörige  Eigenfunktion  linear  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten ausgedrückt  werden  kann. 

Gehören  zwei  Eigeufunktionen  eines  symmetrischen  Kerns 
(PiX  und  952^  zu  verschiedenen  Eigenwerten  A,  und  Aa,  so  sind 
sie,  wie  schon  in  §  3  bemerkt  wurde,  zueinander  immer  ortho- 
gonal; wir  wiederholen  die  Formeln 

Aa  {(pi^-  (piXd  X  =  Ai  Aa  J  gjj ^  (^^  J  ^{^\  «)  ^i « ''  «i 

Aj  ^cpiX.cp^x.i^x  =  AjAj  I  cpiX(lx\  K{x,ci)q^u<lu, 

deren  reclite  Seiten  als  identisch  erkannt  werden,  indem  man  die 
Integrationen  vertauscht,  was  auch  bei  brauchbar  unstetigen  Kernen 
nach  §  19  erlaubt  ist;  somit  erhält  man  für  stetige  wie  für  brauchbar 
unstetige  Kerne  die  Gleichungen 

(A,  —  k2)icpiX.(p2X.dx  r=  0,      f  (fiX.cp^x .(Jx  =  0. 

Der  reelle  Kern,  den  wir  betrachten,  kann  hiernach  nur  reelle 
Eigenwerte  besitzen.  Denn  wäre  einer  von  diesen  komi)lex,  so 
wäre  die  zugehörige  konjugiert  imaginäre  Größe  ebenfalls  ein 
Eigenwert,  die  entsjjrechenden  Eigenfiuiktioncn  wie  die  Eigenwerte 
konjugiert  imaginär,  könnten  aber  nicht  orthogonal  sein.  Imaginäre 
Eigenwerte  führen  also  zum  Widerspruch  und  sind  unmöglich. 

Die  (JesMuitheit  aller  Eigenfunktionen  eines  symmetrischen 
Kerns  der  betrachteten  Art  kann  hiernach  in  folgender  Weise 
gekennzeichnet  werden.  Es  gibt  ein  System  von  endlich  odi'r 
uiiciullicli  vielen  zuein.'indcr  ortliogonnlcn  EigcnfunktioiuMi  von  der 
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Art,  (laß  jede  Eigenfuoktiou  eine  lineare  Funktion  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  jenes  Systems  mit  konstanten  Koefti- 
zienten  ist. 

Die  Funktionen  dieses  Systems  wollen  wir  uns  nach  den 
Gleichungen 

j  {q)u3-ydj.-  =  1 

durch  Anfügung  eines  konstanten  Faktors  normiert  denken;  dann 
haben  wir  ein  vollständiges  normiertes  Orthogonalsystem 
des  Kerns,  von  dessen  Gliedern  je  eine  endliche  Anzahl  zu  einem 
und  demselben  Eigenwerte  gehören.  Sind  (p„x  die  (ilieder  des 
Systems,  so  nennen  wir  den  zugehörigen  Eigenwert  A„  und  dann 
können  immer  eine  endliche  Anzahl  von  Eigenwerten  einander 
gleich  sein. 

An  dies  Resultat  schließen  wir  zwei  Korollare.  ZuUcächst  sei 
durch  (foX  irgend  eine  Anzahl  von  (jliederu  des  vollständigen 
Systems  bezeichnet;  k„  seien  die  zugehörigen  gleichen  oder  un- 
gleichen Eigenwerte,  der  Kern  symmetrisch.  Dann  gibt  die  Un- 
gleichung 

j  [K{x,  a)  —  S  <'o  9i. «]'  '^«  ^  0, 

indem  man 

c„  =  I  A  (j",  a)  (pf,a  .da  =  -  r — 

setzt,  ähnlich  wie  bei  einer  oben  durchgeführten  Rechnung 

Integriert  man  nach  ./•,  so  folgt 

7v'(./-,  r/.)-datlx  ^  2  .^  ; 


von  den  reziproken  absoluten  Werten  der  Eigenwerte  kann  also 
nur  eine  endliche  Anzahl  eine  vorgeschriebene  Grenze  über- 
schreiten; die  Eigenwerte  häufen  sich  im  Endlichen  nicht, 
und  die  Summe  ihrer  reziproken  Quadrate  konvergiert. 
Dies  gilt  auch  für  einen  l)rauchbar  unstetigen  Korn,  da  soeben 
nur  das  Integral  des  (.»uadrats  des  Kerns  und  seiner  Produkte 
mit  stetigen  Funktionen  gebildet  sind. 

KiipHor,  lntot;r:ilpleioluiiigeii.     'J.  Aiill.  6 
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EId  zweites  KoroUar  betrifft  die  mit  dem  vollständigen  System 
eines  stetigen  Kerns  gebildete  bilineare  Reihe 

1,«.  1. 

n 

die,  wie  wir  annehmen  wollen,  gleichmäßig  konvergiere,  wenn  x 
und  i  das  (irundgebiet  durchlaufen.     Dann  ist  die  Differenz 

ebenso  wie  Ä'  eine  stetige  symmetrische  Funktion  von  ./  und  t. 
auf  der  bezeichneten  Strecke;  also  gibt  es  eine  nicht  identisch 
verschwindende  Funktion  i' x^  die  die  Gleichung 

(1)  xi)X  ■=^  n\  Q{x^a)i!a .da 

erfüllt,  in  der  ,u  eine  Konstante  bedeutet.  Multipliziert  man  mit 
(pnX  und  integriert,  was  erlaubt  ist,  in  der  Reihe  Q  gliedweise, 
so  ergibt  sich 

(2)  \tx.(p,iX.dx  :=  a\  i'  u.du(\  7v  (.r,  a)  qp„  .r  dx—^"     j  =  0 ; 

aus  der  Integralgleichung  (1)  folgt  somit 

■il)X  =  ^  \  A' (.r,  u)  4' CK .  du. 

Hiernach  wäre  i'X  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  K(x,^)^  also 
ein  Aggregat  von  Funktionen  (p„x  mit  konstanten  Koeffizienten. 
Das  widerspricht  aber  den  Gleichungen  (2),  und  der  Widerspruch 
löst  sich  nur,  wenn   (J  {x,  |)  identisch  verschwindet: 

A-(:.,  J)  =  2  ^"^-  ■ 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  bilineare  Formel,  gebildet 
mit  dem  vollständigen  Orthogonalsystem  eines  stetigen 
synnnetrischon  Kerns,  immer  gilt,  wenn  die  bilinoare 
Reihe  bezügli(;h  beider  Variablen  in  dem  ganzrn  (iruiid- 
gebiet  gloichmäßig  konvergiert. 

Als  unmittelbare  Folge  ergibt  sich  z.  15.,  daß  die  in  J;  11  nur 
vermutete  bilineare  Formel  für  die  Integralgleichung  des  <iuer 
schwingenden  Stabes  wirklich  gilt. 
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^    -1- 

Die  bilineare  Reihe  des  iterierten  Kerns. 

Seien  (/„x'  wie  immer  die  Glieder  eines  voUsliindigen  nor- 
mierten Ortbogonalsystems  des  Kerns  K{j\  //),  der  stetig  oder 
brauchbar  unstetig  sein  kann;  /'  durcblaufe  eine  beliebige  end- 
liche Menge  ganzzahliger  Werte;  fx  sei  im  (Irundgebiet  stück- 
weise stetig  und 

(^,^  —  j  /'«  .  (p„  a  .  (/<■/.. 

Dann  gibt  die  Schwarzsehe  Ungleichung 

[  j  K{x,  a)  2  a,(p.xtixf  ^  j  K{x,  a)2  ,lx  ■  2  a^ 

da  offenbar 

I  (2  <'.•  fp.xy  (Ix  =  2  «V 

*         1'  l> 

und  das  (Quadrat  des  Kerns  auch  im  Falle  der  Unstetigkeit  inte- 

i^riert  werden   kann.     Wendet   man   die  Integralgleichung  in  der 

Form 

qp,,  a  ^  A,,  J  K[x^  a)  (f„x  .  d x 

an,  so  ergibt  sich 

Anderseits  ist  . 

J  ( /  ^^-  —  S  <'  !■  9^ .'  «)^  (/ «  ^  0, 

also  folgt  nach  der  Definition  von  a„  dieBesselsche  Ungleichung 
j(/«)2./«-2«r.  ^  0; 

die  Keihe  "^ai  konvergiert,  und  die  Beziehung  (1)  ergibt 


^^a,.  (/,,«       ^ 


jyv(.',a)^(/./  I  (/V/.)2,/«l  '<  U;  I  (/a)«*/«!  . 


wliiu  unter  G  eine  obere  Schranke   der  Funktion 

\K(x,ay(lx 

ist,  die  auch  bei  brauclibar  unstetigem   Kern  in  «  stetig  ist. 
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Greift  man  also  aus  der  Keilie 


beliebig  viele  Glieder,  z.  B.  nur  i)ositive  oder  nur  negative  heraus, 
sc  liegt  die  Summe  ihrer  absoluten  Beträge  unter  einer  von  « 
unabhängigen  Schranke;  die  Keihe  Ea  ist  absolut  konvergent. 
Sie  konvergiert  aber  auch  gleichmäßig  im  Grundgebiet.  Denn 
in  der  Ungleichung  (1)  kann  man,  da  ja  die  Reihe  i]  «r,  kon- 
vergiert, die  Zahlen  v  über  einer  so  hohen  Schranke  i'o  wählen, 
daß  die  rechte  Seite,  die  kleiner  als 

G  2  ^^l 

ist,  für  alle  Stellen  a  unter  einer  beliebig  klein  vorgeschriebenen 
Schranke  f  liegt.  Daraus  folgt,  daß  die  Summe  beliebig  vieler 
positiver  Glieder  der  Reihe  ii'a,  deren  Zeiger  Vq  übersteigt,  unter 
i  liegt,  und  dasselbe  gilt  für  die  negativen  Glieder,  immer  für 
beliebige  Stellen  «.     Die  Reihe 


Iiu  =  ^^^^\f.r.cp,,x.d. 


konvergiert  also  im  Grundgebiet  absolut  und  gleich- 
mäßig. 

Weiter  setzen  wir  besonders  /'«  =  A'(a,  ?/);  das  ist  auch  bei 
brauchbar  unstetigen  Kernen   erlaubt,   da   bei   diesen   die  Größe 

(2)  a„  =  \K(u,y)(p„a.(la  =    ^' ■ 

ebenfalls  endlich  ist  und  die  Ungleichung 

^(faydu  =  [7lK//)^./«>2('^;;0" 

gilt.  Die  Konvergenzbetrachtung  bleibt  unverändert;  die  oberen 
Schranken  der  betrachteten  Summen  sind  von  //  abhängig,  und 
die  Reihe  Jio:  wird  nach  (2) 

7'o(«,  //)   ~    >,  }■' 

n 

Diese  Reihe  ist  also  nacli  «  im  (1  ruiidgebiet  gleichmäßig 
konvergent,  wenn  //  in  ilmi   festgehalten  wird. 
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Die  Reihe  i^o(',  j/J  ist  nun  ilie  biliueare  Keilie  des  bei  unseren 
Voraussetzungen  stetigen  Kerns 

A'2  (./•,  ?/)  =  j  A'  {j-,  a)  K{ii,  rx)  r/a ; 

(las  will  sagen,  daß  die  Funktionen  (p„.r  auch  ein  vullstiindiges 
normiertes  Ortho^onalsystem  des  Kerns  A'2  (./•,  y)  bilden.  In  der 
lat  folgt  aus  der  Integralgleichung 

indem  man  mit  7v  (.r,  7)  multipliziert  und  rechts  die  Integrationen, 
was  erlaubt  ist,  vertauscht, 

( 3 )  I  K{.i\  11)  (jp,. X (Ix  =  ^^-^  =  ;.,.     A'2 («,  y)  (p„ u.da\ 

(jP„.t  ist  also  Eigenfunktion  des  Kerns  A'a  mit  dem  Eigenwert  A„. 
Ist  anderseits  (px  irgend  eine  Eigenfunktion   dieses  Kerns,   also 

(p  X  =  u  j  7v'2  (^,  u)  (poida, 

so  lehrt  die  am  Schlüsse  des  §  lü  durchgeführte  Betrachtung, 
daß  von  den  Ausdrücken 

i^'i  X  ^  (px  —  ]  a  I  K  (.r,  a)q)a.du^ 
il'^x  =  cpx  -\-  y u  I  K (jc,  u)  cpu.da 

entweder  eine  identisch  verschwindet,  und  dann  ist  (px  auch 
Eigenfunktiou  des  Kerns  7i,  oder  i/'ixund  i'^x  sindEigeufunktionen 
dieses  Kerns,  und  ergeben 

i^',  X  4-  tl-'^x 
<px= 2 

Diese  Größe  ist  also  durch  Eigenfunktionen  des  Kerns  A',  die  zu 
entgegengesetzten  Eigenwerten  gehören,  linear  ausdrückbar,  d.  h. 
durch  zwei  Funktionen  g)„.f,  die  zu  demselben  Werte  von  Aü  ge- 
hören oder  zu  demselben  Eigenwert  des  Kerns  K^.  .lede  Eigen- 
funktion dieses  Kerns  ist  also  linear  durch  Funktionen  (p„x 
ausdrückbar;  das  System  dieser  Funktionen  ist  wirklich  ein  voll- 
ständiges normiertes  Orthogoiialsystem  des  Kerns  A''  und  l\o{x,y) 
seine  bilineare  Reihe. 

Aus  denselben  Gründen  ist 

^^  (•'•,.'/)  =  2j  IT- 

dio  bilineare  Iveihe  des  Kerns 

K*  (./•,  y)  =r  I*  A'^'  (./ ,  u)  A'2  (//,  «)  (/ «. 
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und   da  für  jede  endliche  Menge  von  Zahlen  j'  die  leicht  ersicht- 
liche Ungleichung 

V 

1 


ss,;.|2(TT-2(r)T<''2;:,. 


gilt,  die  Reihe  A7-  -j-  A72  -|-  ...  aber  nach  §  20  konvergiert,  ist  die 
Reihe  R^  (j-,  y)  in  x  und  y  auf  dem  Grundgebiet  gleichmäßig 
konvergent,  so  daß  nach  ^  20  folgt 

K*  {x,  y)  =  R,  (x,  y). 

Da  nun  die  Reihe  Rq  (.r,  y)  absolut  und  bei  festem  x  in  y  gleich- 
mäßig konvergiert,  ergibt  sich  nach  (3),  indem  man  ausmultipliziert 
und  gliedweise  nach  y  integriert, 

j  [K^  {X,  y)  -  Ro  (x,  y)]^  d  y  =  JO  (.r,  x)  -  R,  (x,  x)  =  0; 

daraus  folgt  die  Gleichung 

(4)       K^  (X,  y)  -R,{x,  y)  =  0,     K^  (x,  »/)  =  V  ^^^f^^ , 

die  also  mit  gleichmäßiger  Konvergenz  ihrer  rechten 
Seite  in  x  bei  festem  y  für  stetige  und  brauchbar  un- 
stetige Kerne  gilt. 

§  22. 
Darstellung  willkürlicher  Funktionen. 

Aus  dem  erhaltenen  Resultat  ergibt  sich  etwas  Bemerkens- 
wertes für  solche  im  Grundgebiet  stückweise  stetige  Funktionen 
fx,  die  zu  allen  Eigenfunktionen  orthogonal  sind,  so  daß  all- 
gemein 

I  /  «  .  <jp„r/,  .du  ^-^  (I. 

Multipliziert  man  nämlicli  die  Gleichung  (4)  des  ij  21  mit  fx.fy, 
so  darf  man  rechts  gliedweise  nacli    '   integrieren  uTid  findet 

j  A'2  {x,  y)  fx .  rf a;  =  0,     [  f  K^  {x,  y)  fx .  fy  .  d x  d  y   ~-  0 

oder 

[  (  /  ./  .  /■// .  d  X  d  //  f  A'  (,r,  a)  K  ( //,  u)  d  a  —  0. 
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Hier  sind  die  Integrationen  bei  stetigen  Kernen  vertauschbar, 
ebenso  bei  brauchbar  unstetigen  nach  den  die  Brauchbarkeit 
kennzeichnenden  Festsetzungen  des  §  19;  also  folgt 

J  (/ a  \  f.r K{x,u)dx.jfij K (y, u)chj  =  0 

oder,  da  die  nach  ./•  und  //  genommenen  Integrale  dieselbe  stetige 
Funktion  von  u  darstellen,  die  wir  0«  nennen, 

(1 )  [((payidu  =  0,     (Pa  =  jfx.  K(x,  «) d x  =z  (). 

Die  Funktion  /'«,  die  zu  allen  Eigenfunktioncn  ortho- 
gonal ist,  ist  auch  zum  Kern  orthogonal. 

üasl'mgekehrte  ist  ohne  weiteres  klar,  daausder  (ileichung(lj 
durch  Multi})likation  mit  ^„«  und  Integration  folgt 

0  =  I  0 a .  <jp„ « . (/ a  =  \  (p„u.dc/.  \  fx .K{x,  u)  il x 

=  jfx.(p„x.dx, 

wobei  wiederum  die  Integrationen  in  erlaubter  Weise  vertauscht  sind. 
Jetzt    erinnern   wir    uns    der   in    ji  21    bewiesenen    Tatsache, 
daß  die  Reihe 

'•11      J  ''n 

in  der  fa  wieder  eine  beliebige,  stückweise  stetige  Funktion  ist, 
gleichmäßig  und  absolut  konvergiert.     Setzt  man  daher 

f  X  =  Fx  —  [  A' ( r,  K)fa  .da, 

so  ist  \x  stetig  und  man  findet 

{ (p„x .}  X  .d  X  =  j  Fx  .  (jf'„  X  .d  X  —  (JA'  (x,  a)  (jp„  x  .  fa .  dx  d  a 

oder,  mit  erlaubter  Vertauschung  der  Integrationen, 

(pnX  .\  X .  d  X  =  l  Fx  .(p„x.dx  —    -      /  «  .  qp„  « .  (7  « , 

und  da  offenbar 

I  Fx .(p„x .d X  =1  fa  .(f„ry..du, 

80  ergibt  sich 

(2)  j(p^x.}x.dx  =  0\ 

also  ist  nach  dem  soeben  erhaltenen  Satze  auch 
[t./  .  A'(.r.  a)dx  =  0. 
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Die  Definition  von  }x  führt  nun  zu  folgender  Umformung 

also  nach  der  Gleichung  (2) 

[ (f  a)2 <Z «  =  —  [(/ a f  a .  f  Ä' (.r,  a)  fx .dx^ 
und  nach  erlauhter  Yertauschung  der  Integrationen 

\{\uy^äu  =  —[/■,/.(/,/  I  K{.i\  a)\u.da  -—  0, 
also  endlich,  da  fa  stetig  ist, 

f  a  =  0,     Fx  =     K{x,  u)fa.tla  =  "^  y^  qp«.r. 

Dies    Ergebnis    kann   in    folgender   Weise   gedeutet   werden. 

Nennen  wir  . 

Fx  =  I  K{x^  a)  fa .  da 

nach  der  früher  gebrauchten  Bezeichnung  eine  (luelleumäßig 
dargestellte  Funktion,  fa  ihre  Quellenverteilung,  und  bedenken 
wir  noch,  daß  wir  setzen  können 

I  Fx  .(pnX.dx  =   \dx  .(fnX   \  ^  (-^i  «)  /«  •  <^  ^^ 

:^  \  fa  .da  [  K {x,  a) q)„x.dx 

1    f,.  j  an 

=  --  \ta.(p„a.da  =  — , 

60  ist  bewiesen,  daß  jede  mit  stückweise  stetiger  Quellen- 
verteilung quellenmäßig  dargestellte  Funktion  nach  den 
pjigenf unktioneu  eines  vollständigen  normierten  Ortho- 
gen a  1  s  y  s  t  e  m  s  auf  die  F  o  u  r  i  e  r  s  c  h  e  Weise  entwickelt 
werden  kann: 

Fx  =  I  A' (.r,  a)  fa.da  ■=  2  -^ "  •P" '^''     -^^ "  =^  J  -^  ■*^'  •  ^" •'"  •  "' •'  ' 

der  Kern  kann  dabei  stetig  und  brauchbar  unstetig  sein;  die 
Reihe  konvergiert  gleichmäßig  und  absolut. 

Für  diesen  Satz  bieten  die  ersten  beiden  Abschnitte  viele 
Heis])iele  dar,  die  jetzt  eine  gemeinsame  feste  (Iruiullago  er- 
halten. 

Multipliziert  man  die  erhaltene  Gleichung  mit  einer  weiteren 
wie   fx    im    Grundgebiet    stetigen    Funktion  f.r,    integriert   glied- 
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weise,  und  setzt  für  A„  wieder  die  Werte  a„  A„  ein,  so  folgt  die 
Hilbertsehe  G  rundforiiH^ 

K{x  tj)  fx  . }  ij .  (l  X  (l  !i  =  ^  ^       /'  '■  •  ^n  x.dx  ^ii/.(p„y.(ly 

und  besonders,  wenn  f'"  =  fx  gesetzt  wird, 

(3)  I  j  K{x,ij)fx.f>J.dxd;i  =  ^  l^  |  f  A- 9^m  J-.<^.'j'- 

§23. 
Die  nichthomogene  Integralgleichung. 

Die  nichthomogene  Integralgleichung,  deren  mechanische 
Bedeutung  wir  in  |5  12  kennen  gelernt  haben,  verlangt,  die  stetige 
Funktion  (px  so  zu  bestimmen,  daü  bei  willkürlichen  Werten 
von  A,  und  wenn  fx  eine  gegebene  stetige  Funktion  ist,  die  Be- 
ziehung 

(1)  (px  =  fx  -\-  /.  [  K  (./•,  «)  cp u .  d u. 

gilt.     Setzen  wir 

(2)  gjx-  =  fx  -f  i;x^ 
so  ergibt  sich 

(3)  i/'a;  =  A  J  K{x^  u)  (fu  -\-  i'a)da\ 

ist  die  Gleichung  (1)  lösbar,  so  erscheint  tx  quellenmäßig  dar- 
gestellt, so  daß  der  Entwicklungssatz  des  §  22  angewandt  werden 
kann : 

(4)  i'  X  =  S  <JP"  -^  I  '^'  '■^  •  *3P"  '^'  •  </ « ' 

und  die  Iteihc  rechts  ist  absolut  und  gleichmäßig  konvergent. 
Multipliziert  man  die  Gleichung  (3)  mit  (p„x^  integriert  und  ver- 
tauscht rechts  in  erlaubter  Weise  die  Integrationen,  so  ergibt  sich 

I  tl;x .(p„.r.dx  =  }.  I  (/'«  -|-  i'u)da  \  K{x,  u)q)xdx 

=         \fa.cp„a.<lu-{-        \  il'u.(p„u.du, 

oder  nach  der  Üefinitionsgleichung  (2)  und  der  Entwicklungs- 
formel (4) 

U'u.  (p„a  .da  = r  1  Ja.cpnU.il u, 

(5)  <)P  X  =  fx  +  A  2]  ;.; Z^Ä  f  / « •  9'.. «  •  <^ «• 
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Ks  braucht  iiutli  niclit  ausgeschlossen  zu  werden,  daß  /.  komplex, 
fx  eine  komplexe  Funktion  der  reellen  Stelle  ./•  ist,  etwa  =  t\x 
-t-  if^x,  wobei  f\  und  f-i  reelle  Funktionen  sind;  dann  ist 

f  iv(.r,  «)  /■«.(/«=!  K  (a-,  «)  /,  a.du-{  i\K  (./•,  a)  /;  u  .da, 

I  /■«  .(p„u.dtt  ^=  \  f^u.(p„u.du  -f  /  j  /j a .  ^„ « .  f/ « . 

und  man  braucht  den  Entwicklungssatz  des  §  22  nur  auf  die 
einzelnen  rechts  auftretenden  Summanden  anzuwenden. 

Nun  folgt  weiter  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  (5), 
die  bisher  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  q)X  existiere,  be- 
trachtet wurde,  auch  bei  willkürlicher  Wahl  von  fx  und  kom- 
plexen Werten  der  Größe  A,  sobald  diese  auf  ein  endliches  Gebiet 
beschränkt  wird  und  die  Differenzen  A  —  Ä„  alle  über  einer 
festen    Schranke   bleiben.     Denn   zunächst   konvergiert  die  Reihe 


2^  I  fci.cfuCi.da 


in  der  angegebenen  Weise;  die  Glieder  der  Reihe  (5)  entstehen 
aber  aus  denen  der  letzten  Reihe  durch  die  Faktoren  A„  A  (A  —  A„), 
die  bei  den  soeben  für  A  getroffenen  Festsetzungen  absolut  unter 
einer  von  n  unabhängigen  Schranke  liegen.  Dabei  ist  weiter 
zuzulassen,  daß  fx  ein  Polynom  in  A  sei,  dessen  Koeffizienten 
im  Grundgebiet  stetig  sind.  Daß  aber,  nach  Erledigung  der 
Konvergeuzfragen,  die  Reihe  (fX  nach  der  Gleichung  (ö)  eine 
Lösung  der  nichthoraogenen  Integralgleichung  liefert,  ist  un- 
mittelbar durch  Rechnungen  einzusehen,  die  schon  in  5j  12  durch- 
geführt sind;  man  braucht  nur  noch  zu  entwickeln 


((i) 


K  (.r,  «)  /■«  .du  =  V  ^J  ■        /■« .  (f,,  a.da, 


und    gliedweise    zu    integrieren,    um    die    Formel  (1)    durch    die 
Reihe  (px  erfüllt  zu  finden: 

A     K{x,  u)(pu  .  du  =  2(a    "^  1    —l)  ^"^     fci.(p„oc.dn 

=  (px  —  fx. 
Die  hiermit  gefundene  Lösung  der  niciithomogenen  Integral- 
gleichung ist  die  Schmidtsclie  Formel  des  >;  12;  sie  zeigt 
funktionontheoretisch,  daß  (px  eine  in  dem  betrachteten  Gebiet 
meromorphe  Funktion  der  komplext-n  VariabU'ii  A  ist;  sie  hat 
()ffeiib;ir  eiiifaclic    Pole   an   den   Stellen   A„. 
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Die  wesentliche  Voraussetzung  war,  daß  A  keinem  der  Werte 

A„  nahe  kam  oder  gleich  wurde.    .Setzt  man  dagegen  z.  B.  A  =rT  A, 

und  ist  Aj  ein  Ä-facher  Eigenwert,  also  Aj  r^  Aj  =•••==  A^,  ?.k^i  i_  A,, 

80   bleiben   die  Konvergenzbetrachtungen  gültig,  sobald  man  aus 

der  Reihe  ipx  die  Glieder  wegläßt,   in  denen  n  =:  1,  2,  ...  /.  ist. 

Aber  auch   die   entscheidende    Ilechnung   bleibt   gültig,   wenn   in 

der    Entwicklung   (6)    ebenfalls    die    ersten    /.(ilieder    wegfallen, 

d.  h.  wenn 

\  f  u  .(f,.a  .(I  a  =  0,     7'  r^  1,  2,  ...  /.■. 

Ja  man  kann  sogar  mit  willkürlichen  konstanten  Eaktoren  r,,  setzen 

1,  fc  Jt+l,oc 

(p.jX 


und  findet  dann  wiederum  die  Integralgleichung  (1)  erfüllt.  Und 
zugleich  auf  die  allgemeinste  Weise;  denn  hat  man  die  beiden 
Lösungen  rpx  und  ^a-,  so  daß 

(px  =  fx  +  Ai  j  K{x,  a)  (f  a .  du,     cpx  =  fx  -\-  Aj  j  K (x,  (x)q.  u. du, 

80  ergibt  sich  sofort,  daß  cpx  —  ^x  eine  zum  Eigenwert  A,  ge- 
hörige Eigenfunktiou  des  Kerns  K{x,y)  ist,  also  darstellbar  in 
der  Form  Ci(piX  -\-  •••  -\-  Ck fpu x. 

Beachten  wir  noch  den  Sonderfall  fx  =  K{x,  y)  und  nennen 
wir  cpx  in  diesem  Falle  F(x, //)  oder  ausführlicher  F(x,?/;A). 
In  ihm  bleibt,  auch  wenn  der  Kern  brauchbar  unstetig  sein 
sollte,  alles  gültig;  man  erhält 

\fu.cf>„u.du  =  --- -  • 

Die  Konvergenz  der  auftretenden  Reihe 

ri,r,  y)  =  cpx  =  K  (x,  //)  +  A  ^i  ;r'(^;  !:  a) 

=  Kix,y)+^l^^^^^-'J^„x.^„y, 
» 
sowie  der  Entwicklung  (6)  wird   ersichtlich   durch  Vergleich  mit 
der  in  §  21  untersuchten  Reihe 

(7)  '  A-K,,-,,„)  =  V'^^^:,'S^' 

und  die  Integralgleichung  wird 

(8)  r{x.  y)  =  A'  (j-,  t/)  +  A  j  A'(j-,  a)  F  («,  y)  d  cc. 
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Diese  Gleichung  ist  die  Fredholm-Hilbertsche  Uesolvente, 
r(x,y)  der  zu  K{x^[/)  gehörige  lösende  Kern. 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  Größe  ist  schon  in  den 
i5§  12  und  14  besprochen;  die  analytische  kann  zunächst  dabin 
formuliert  werden,  daß  bei  allgemeiner  Wahl  von  fx  die  Lösung 
(p.r  in  der  Form 

cp  .(■  =  fx  -\-  k  [  r(x,  u)  f  u  .  d  « 

geschrieben  werden  kann,  wie  sich  durch  Integration  der  Reihe  r{x,  y) 
mit  Hilfe  der  Formel  (7)  ohne  weiteres  ergibt.  Die  Größe  F 
ist  als  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  A  meromorph; 
aus  ihrer  Reihenentwicklung  ergibt  sich  noch  bei  stetigen  Kernen 

J  t  ,1 

oder,  indem  wir 


A\    -4- 
setzen. 


K{x.  x)dx=  C,       J>  =  JI{^  -  '-  ^  ^ 


Offenbar  ist  I)  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  A,  deren 
Nullstellen  genau  die  mit  ihrer  Vielfachheit  genommenen  Eigen- 
werte des  Kerns  K(x,y)  sind.  Das  Geschlecht  dieser  Funktion 
ist  höchstens  1;  die  Reihe 

konvergiert  ja  nach  §  20.  Dies  gilt  auch,  wenn  der  Kern  unstetig 
und   C  vielleicht  kein  endlicher  Wert  ist. 

Der  lösende  Kern  kann  an  Stelle  des  ursprünglichen  gesetzt 
werden  und  gibt  dann  wieder  die  Eigentunktionen  q)„x  mit 
anderen  Eigenwerten.  Multipliziert  mau  nämlich  die  Gleichung  (8) 
mit  (f„x  und  integriert,  so  ergibt  sich,  was  auch  die  Reihenent- 
wicklung der  Größe  /"(./;,//)  bestätigt. 


Icr 


I  /'(.'•,  //)  (pu ■'■  .dx  z=  ^^ "  -\-  ^       (jp,. « .  r(u,  y) d (>. 


Die  Funktionen  ^„x-  bind  also  Eigenfunktionen  des  Korns  /'(./, //;A) 
mit   ?.„  —  A  als  Eigenwerten. 
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Schreibt   ni;m   eiullicli,   um   zwei  verschiedene  löseiule  Kerne 
in  Beziehung  zu  bringen, 


1.  -r 


(PmX.(p,n2 


T->/  \  TT I  \    I  V^    ^m-^  '  ^m^ 

r{x,  Z\  .U)  =  K{X,  Z)^ii2j  ;     /;  ,,. ' 

■^^  ''in  \  r'tn  f*  ; 

m 

multipliziert  die  beiden  Gleichungen  und  integriert  reciits  glied- 
weise nach  a',  indem  man  die  gewöhnliclie  Integralgleichung  der 
Funktionen  qp„a;  benutzt,  so  ergibt  sich 

1  r(j-,  ij-  }.)  /'(.'•,  ^-;  «)'/^  -  j^-^  {r(a-,  y;  A)  -  Tfj-,  y;  u)} , 

eine  Gleichung,  die  wir  ebenfalls  als  Resolvente  bezeichnen  können. 

§  24. 

Der  Mercersche  Satz. 

Die  in  §  22  (o)  erhaltene  Hilbertsche  Grundgleichung  kann 
auch  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 

Setzen  wir  nun 

l,m 

so  ist  zunächst  klar,  daß  die  Funktionen  (f...t\  in  denen  q  >>  »/j, 
auch  Eigenfunktionen  des  Kerns  K^  sind  mit  denselben  Eigen- 
werten; denn  man  tindet  sofort 

j  /l"  (r,  y)(pQxdx  ~  j  K{x,  y)  tp.jxdx. 

Hätte  der  Kern  7v°  nun  noch  eine  weitere  Eigenfunktiun,  so 
müßte  auf  der  rechten  Seite  der  für  ihn  geltenden  Hilbortsoheu 
Grundformel,  nlso  in  der  Gleichung 

Hl   +  1 ,  OD  , 

Ä'o  (.r,  //)  fx .  fil .  f/  .r  rf  7/  —  . . .  +    y;  ^     j  j  fx .  <p,,  X .  d  .r} 

ein  auf  diese  weitere  Fiu'enfunktion  bezügliches  Glied  auftreten, 
das  bei  passender  Wahl  von  /./  positiv  wäre.  Die  Formel  ist 
aber  schon  richtig,  wenn  der  rechts  erscheinenden  Summe  nichts 
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hinzugefügt  wird.  Der  ivern  /v"  h;it  also  nur  die  Eigenfunktioneu 
(poX,  in  denen  (>>>»/,  mit  den  Eigenwerten  A,,.  Ob  dabei 
Ai,  ...A,„  die  ersten  Eigenwerte  sind  oder  irgend  eine  Gruppe, 
ist  offenbar  gleichgültig. 

Jetzt  betrachten  wir  im  besonderen  einen  stetigen  Kern, 
dessen  Eigenwerte  sämtlich  positiv  sind;  wir  nennen  ihn  einen 
positiv  definiten  Kern.  Bei  einem  solchen  gibt  die  Hilbert- 
sche  Formel 

^\K{x,y)fx.fii.iLrd,j^  0, 

bei  beliebiger  Wahl  der  stetigen  Funktion  fx.  Sei  diese  in 
einem  beliebig  kleinen  Teil  des  Grundgebiets,  etwa  in  der  Um- 
gebung 11  der  Stelle  Xq  von  Null  verschieden  und  positiv,  sonst 
aber  überall  gleich  Null;  dann  gibt  die  letzte  Ungleichung 

(1)  \dx\K{x,y)fx.fij.dy^(). 
w        \\ 

"Wäre  nun  ^'(.roi  ^o)  <C  0,  so  wäre  wegen  der  Stetigkeit  des 
Kerns  auch  ^^ ,      ^    ^  ,-. 

^  (-^1  y)  <  ^1 

wenn  die  Stelle  x  sowohl  wie  y  auf  das  Gebiet  U  beschränkt 
wird;  die  linke  Seite  der  Ungleichung  (1)  wäre  also  sicher  negativ. 
Dieser  Widerspruch  ergibt  die  allgemeine  Beziehung 

(2)  K{x,x)  ^  0 

und  K{x^j)  liegt  als  stetige  Funktion  der  Stelle  x  unter  einer 
positiven  Schranke  C. 

Dies  Ergebnis  wenden  wir  an  auf  den  Kern 

in  welchem  v  eine  beliebige  endliche  Menge  ganzer  positiver 
Zahlen  bedeute.  Da  dieser  Kern  als  Eigenwerte  die  (i rußen  k„ 
nach  Abzug  des  Systems  der  A,,  besitzt,  so  ist  er  ebenfalls  positiv 
definit,  und  wir  finden  entsprechend  der  Ungleichung  (2) 

Nun  gilt  die  elementare  Beziehung 

(4)  JS  A,.Ji,.   \'^^Al^IiU 

in  der  yl,,,  Ji,.  beliebige  reelle  Gröüen  sind;  dies  ist  die  ins  Ele- 
nieiitarc    entartete    Fonu    der    Schwarzsehen    Ungleichung.      Die 
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behauptete   Beziehuug  sagt  nur  aus,  daü   mit   beliehigeu   reellen 
Größen  j^,  q  die  quadratische  Form 

niemals  negative  Werte  annimmt,  also  wenn  man  sie  in  der  Form 

Lp'^+2Mpq-\-Nq^ 
schreibt,  die  Formel  .  y       ^,^  ^  ^ 

ergibt,  und  das  i-^t   die   Ungleichung  (4).     Setzen   wir  besonders 


80  ergibt  sich,  ähnlich  wie  schon  in  ^  2\  geschlossen  wurde. 
(>^    (pv-i    (fvH  p<;  ^  {fprXY  ^  i^vVY 

l'  V 

also  nach  (o) 

(5)  ly  y^^-y^y  i'<  oy  (^^. 

1"^^  A,.  )  -^-^       A,, 


Anderseits  ist  die  Reihe 

nach  i^ö)  konvergent.  Wählt  man  also,  indem  man  die  Stelle  x 
festhält,  die  Zahlen  v  iil)er  einer  hinreichend  hohen  Schranke  \\. 
so  folgt  ,       , 

wobei  f  beliebig  klein  und  positiv  vorgeschrieben  sein  kann. 
Die  Ungleichung  (5)   ergibt  also  bei   fester  Stelle  .r,   wenn   alle 

und  die  Schranke  C'f  ist  offenbar  von  der  Wahl  der  Stelle  ij  un- 
abhängig, d.  Ii.  die   lleihe 

^  K 

n 

ist,  wenn  ./  festgehalten  wird,  nach  ij  im  (irundgebiet  gleichmäßig 
und  absolut  konvergent. 
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Mau  darf  dalier  die  Größe 


(6)  il7(:r,2/)^A>,y)-2:'^"''-''"^ 


z.  B.  mit  q)mii  multiplizieren  und  dann  nach  y  gliedweise  inte- 
grieren.    So  ergibt  sich 

71/ (r,  !i)(p,„y.dy  =     K{x,  y)cp,„y.(1y  —  ^"—  =  Ü. 

Die  Größe  31  ist  also  als  Funktion  von  y  zu  allen  Eigenfunktionen 
orthogonal,  mithin  nach  §  22  auch  zum  Kern  bei  beliebiger 
\Vahl  der  zweiten  neben  y  in  diesem  vorkommenden  Stelle  ortho- 
gonal: 

^K{z,y)M(.r,y)<]y  =  0. 

Läßt  man  hier  z  und  x  zusammenfallen  und  multipliziert  die 
Gleichung  (6)  mit  M(x,y),  wobei  rechts  nach  y  wieder  gliedweise 
integriert  werden  darf,  so  folgt 

JM{a:,yy(ly  =  0,       M{x,y)  =  0, 
also  endlich 

(7)  S(^,„)=VM^. 

Damit  ist  das  Merc ersehe  Theorem  bewiesen,  daß  bei  defi- 
niten  stetigen  Kernen  immer  die  bilineare  Formel  gilt, 
und  die  bilineare  Reihe  absolut  und  gleichmäßig  bezüg- 
lich der  einen  der  in  ihr  vorkommenden  Stellen  im 
Grundgebiet  konvergiert,  wenn  die  andere  Stelle  im 
Grundgebiet  festgehalten  wird.  Ob  der  Kern  positiv  oder 
negativ   definit  ist,  macht  offenbar  keinen  Unterschied. 

Eine  Verallgemeinerung  liegt  nahe;  sind  eine  endliche  An- 
zahl von  Eigenwerten  negativ,  etwa  die  Werte  P„,  so  wendet  man 
das  Merccrsche  Theorem  auf  den  Kern 

an,  der  nur  positive  Eigenwerte  A^  besitzt,  d.  h.  die  Gesamtheit 
der  Werte  l„  nach  Abzug  der  Werte  /.„.  Man  erhält  so  die 
(ileichung 
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die  otleubar  mit  der  (Ueichung  (7)  zusammenfällt.  Die  bilineare 
Formel  gilt  also  für  alle  stetigen  Kerne,  die  nicht  gleichzeitig 
unendlich  viele  positive  und  unendlich  viele  negative  Eigenwerte 
besitzen. 

Beispielsweise  kann  man  jetzt  erschlielieu,  daß  bei  der  in 
§  Ifi  betrachteten  Stabschwingung  mit  freien  Enden  die  bilineare 
Formel  gilt;  die  Eigenwerte  A„  =  am*,  sind  alle  positiv,  da  die 
Werte  )ii„  als  Wurzeln  der  Gleichung  coswb"ojv>«  =  1  reell  oder 
rein  imaginär  sind.     Der  Kern  ist  stetig. 

§  25. 
Der  Weylsche  Satz  über  Addition  zweier  Kerne. 

Schon  mehrfach  ist  von  der  Bemerkung  Gebrauch  gemacht, 
daß,  wenn  cfyX  eine  endliche  Anzahl  zueinander  orthogonaler 
normierter  Funktionen  bedeutet,  die  Besselsche  Ungleichung 

gilt,  wobei  gesetzt  ist 

a,.  =  \  fa  .  (fyoc  .da\ 

man  braucht  ja  nur  die  Ungleichung 

j  (/■■'-  ~  S  "» (p,uydu  ^  0 
zu  entwickeln. 

Mittels  dieser  Bemerkung  können  aus  der  Hilbertschen 
Grundformel  [§  22  (3)|  belangreiche  Ungleichungen  abgeleitet 
werden.  Wir  unterscheiden  die  positiven  und  negativen  Eigen- 
werte des  Kerns  K(x,  //);  die  reziproken  Werte  der  ersteren  seien 
l,„  die  der  letzteren  in,„  die  zugehörigen  Eigenfunktionen  i/'„.r  und 
ll,tX;  wenn  der  Zeiger  n  die  Anzahl  der  vorhandenen  Eigenwerte 
des  einen  oder  anderen  Vorzeichens  überschreiten  sollte,  setzen 
wir  0  für  1„  oder  in„.     Sei  ferner 

a„  =  \  f  u.  4'„ci.(fa,       h„  =  j  /"«  .ll„u.da, 

ilann  kann  die  Hilbertsche  Grundformel  in  folgender  Form 
geschrieben  werden: 

I  K{x,n)fx.fii.dxdii  =2  1"""  +  S"'..^'- 


.fl 


Jetzt   denken    wir   uns   die  Größen  l   für   sii-h    und   die    negativen 
Größen  iii  für  sich  nach  abnehmenden  absoluten  Werten  geordnet, 

so  daü  ^  ^ 

ivuoücr,    Iutot(ralgloicliUD|{on.     2.  Aul).  7 
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(laim  gibt  die  Hubert  sehe  Gleichung 

\\K{.c,,j)fx.fy.dxdij  ^  Sln«,^  ^  li2''r.  ^  1,  j(/'«)2(/a. 
.  j  „  j 

Für  alle  Funktionen  /",  die  die  Beziehung 

(1)  |(/«>rf«^l 
darbieten,  ergibt  sich  also 

^^K{x,ii)fx.fy.dxdy  ^  l,. 
Bedenken  wir  ferner,  daß  der  Kern 

K{x,y)  —  ^l.ii\.x.i\.ii 

nach  §  24  genau  die  Eigenwerte  von  K  besitzt  mit  Ausschluß 
von  1  Ij,  l/Ij, ...  1  I„n  so  daß  hier  im^i  genau  dieselbe  Bedeutung 
hat  wie  vorher  Ij,  so  ergibt  sich 

l.ni 

(2)  ^^\K{x,i,)  —  ^[,%\.x.tl^,rj\fx.fy.dxdy  ^  I,„^i. 

Führen  wir  nun  noch  einen  zweiten  Korn  A'" (.r,  //)  ein,  setzen 
K{x,  ij)  +  K^ix,  y)  =  7i^  {x,  y) 

und  bezeichnen  die  zu  den  Kernen  K^  und  K^  gehörigen  Grüßen 
ebenso  wie  bei  K^  indem  wir  oben  den  Zeiger  0  oder  1  anfügen, 
so  ergibt  sich  zunächst,  entsprechend  der  Beziehung  (2) 

(3)  \^^  \I^^(x,y)-^V:.il'lx.i^ly]  fx.fy.dxdy  ^  1,V  r, 

h  =  0  würde  bedeuten,  daß  die  Summe  links  wegfällt.  Nehmen 
wir  weiter  an,  der  Kern  /v-'^-habe  mindestens  t)i-\-h-{-  1  positive 
Eigenwerte,  so  daß  1/,,  +  ;,  ^.j  >»  0,  so  können  wir 

l,»n.+  h   ^  1 

(4)  fx  =  2  c,.  er.  X 

setzen,  und  die  Ungleichung  (1)  ist  erfüllt,  wonn  wir  ansetzen 
(ö)  c--\-c^-  -\ h  cl  |. ;.  + 1  =  1. 

Vollständig  bestimmen  wir  dann  die  Größen  r  durch  die  ui  +  h 
Forderungen 

j/'a  .  i/',,  «.(/«  =  0,    \  fr/. .  i-',\ri .(/ CK  =  i)^   )' rrt  1,  . . .  >>/,   Q        1,...//, 

die  ni  \- h  homogene  (ileithungen  ersten  (irados  bedeuten  und 
die  Werte  c  immer  so  zu  bestimmen  erlauben,  daß  die  Glei- 
chung (5)  gilt. 
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Nach  dieser  Festsetzung^  der  Funktion  />/,  verschwinden  in 
den  Ungleichungen  (2),  (3)  unter  dem  Integralzeiclien  alle  Glieder 
außer  dem  ersten,  und  ni;in  erhält,  indem  man  beide  l'ngleichungen 
addiert 

Hier  ist  jiher  die  linke  Seite  nach  (4)  und  naeii  den  Integral- 
gleichungen mit  dem  Kern  Ä''  einfach 

und  diese  (iröße  ist  wegen  der  festgesetzten  Größenfolge  der 
Werte  1'  nicht  kleiner  als 

Im  4-  'i  +  1  V']    "I"  ^2  ~l~    •  •  •   4"  f  m  f  Ä  4  l)   =    Un  4-  ;•  4-  1  > 

die  Beziehung  (fi)  gibt  also 

(7)  lm4-/i+  1    ^    l"i-f  1   +  l'i'4-l- 

Überträgt  man  die  durchgeführte  Entwicklung  auf  die  Kerne 
—  7v,  —  Ä'o,  —  A'^  so  sind  die  Größen  I  durch  die  positiven 
Werte  —  in  zw  ersetzen  und  man  tindet 

in,n  + ;.  +  1  ^  in„.  + ,  4-  m,*l  ^  i. 
Sei  nun  im  besonderen  der  Kern 

-Ko(x,y)  =  K''{x,y) 

tletinit  positiv;  K^  also  detinit  negativ;  dann  ist  allgeraeiu  l»  =  0 
zu  setzen,  und  die  Gleichung 

JO{x,y)  +  JO'(x,y)  .=  K{x,y) 

gibt  in  \'erbindung  mit  der  Ungleichung  (7),  da  auch  /»  =  0 
gesetzt  werden  kann,  , 

Im  4-  1    ^    »m  4-  !• 

Damit  ist  das  Weylsche  Theorem  bewiesen:  Addiert  man  zu 
einem  beliebigen  Kern  A''  einen  positiv  definiten  A^' 
und  nimmt  die  Summe  A'  =  K^ -{- K^^  wieder  als  Kern, 
80  ist  durch  diese  Abänderung  des  ersten  Kerns  jeder 
seiner  positiven  Eigenwerte  verkleinert;  unter  irgend 
einer  positiven  Schranke  hat  der  Kern  A  mindestens 
so  viel  positive  Eigenwerte  wie  A''. 

Wir  iialien  aus  der  allgemeinen  Theorie  hier  nur  die  11  il- 
bcrtsehe  Grundformel  benutzt;  wie  diese  gilt  also  auch  das 
Weylsche    Theorem   für  stetige   und   brauchbar   unstetige  Kerne, 
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Inte2;ral;2:lei(lnin,üeii  und  die  Sturin-Liouyillesche 

Theorie. 

§2fi. 
Die  Sturm-Liouvilleschen  Funktionen. 

Die  analytischen  Hilfsmittel,  die  wir  in  den  letzten  Para- 
graphen kenneu  gelernt  haben,  ermöglichen  uns,  ein  Problem 
allgemeinen  Charakters  in  Angriff  zu  nehmen,  das  durch  die  ihm 
gewidmeten  bewundernswerten  Arbeiten  von  Sturm  uud  Liouville 
besonders  wichtig  geworden  ist. 

Erstreckt  sich  ein  die  Wärme  leitender  heterogener  Stab 
längs  der  Abszissenachse  von  x  =  0  bis  x  =  1  und  ist  g  die 
spezifische  Wärme,  Ic  die  innere  Leitfähigkeit,  1  das  seitliche  Strah- 
lungsvermögen, endlieh  t  die  Zeit,  so  erfüllt  die  Temperatur  ii 
die  Differentialgleichung 

du         d   /,  du\       , 


1 


dt         d  x\    dx 
und  die  Greuzbedingungen 

A;|^_/ut    =0,       kl''  +  Hu     =0, 

dx  I  dx 

in  denen  h  und  U  die  Werte  der  äußeren  Leitfähigkeit  der  End- 
(juerschnitte,  also  positive  Konstante,  bedeuten.  Wird  einer  dieser 
Querschnitte  oder  beide  auf  der  konstanten  Temperatur  Null 
gehalten,  so  erhält  man  eine  der  Greuzbedingungen 

M  "=  ü,       M  '  =  0 

oder  beide,   auf   die  man  auch  dadurch  koinnu'n  k.inu.   dalj  man 
eine  der  Konstanten  A,  //  oder  beide  unendlich   wenhMi  l;iüt. 
Setzt  man  -, 
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wobei   V  von  /    unabliängig   und   Ä   eine  Konstante  sei,  so   erliält 
man  die  Aiifg.ihe.  die  Größe   V  aus  der  Differentialgleichung 

uiul  den  Urou/bedingungen 

d  V  1 0  (IV  ' 

(2)  k'Y  -hV     =0,       l:\'  A    IIV     r=«) 

^  «./•  I  «.'■ 

zu  bestimmen,  von  denen  auch  eine  oder  beiihi  in  die  Formen 

F  "=  0,       V  '=  0 
ausarten  können. 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Randwertaufgabe  erhält  man  bei 
der  Theorie  der  heterogenen  Saite,  deren  Rewegungsgleichung, 
wenn  u  die  Verrückung  bedeutet,  in  der  Form 

erscheint,  und  wenn  man  eine  der  Gleichungen 

u  =  Fcos  fkt,       u  =  V  sin  yl« 
ansetzt,  genau  auf  die  Differentialgleichung 

mit  den  <irenzbedingungen 

Ff  =  r/  =  o 

zurückgeführt  wird. 

Man  sieht,  daß  hier  wie  oben  bei  der  Wärmeleitungsaufgabe 
die  Größen  </,  Ic  ihrer  physikalischen  Bedeutung  nach  auf  der 
Strecke  von  x  =  0  bis  x  =  l  positiv  sind,  und  daß  /  jedenfalls 
nicht  negativ  ist.  Außerdem  darf  noch,  ohne  daß  die  Aufgabe 
spezialisiert  \vird,  (J  =  l  gesetzt  werden.  Denn  man  kann  die 
(»leichung  (1)  in  der  Form 

gdxV    (jdxj       \         [I  / 
schreiben;    führt  man  dann  die  Größe 

T  1 

T,  =  I  ^  d  x'.yj  d  X 


102  ViertiT  Abschnitt. 

als  neue  Variable  ein,  und  setzt 
1 

j/,:[[y,r, J=;,„  !  =  /„ 


''.('■■■'Tl^) +  ''-'•'''  =  "• 


0 

so  erhält  man  die  Gleichung 
(l    /,    dV 
d 

in  der  die  Größen  k^  und  /^  dieselben  Eigenschaften  haben,  wie  sie 
oben  für  k  und  l  gefordert  wurden,  und  die  Grenzbedingungeu  (2) 
behalten  ihre  Form,  so  daß  jetzt  der  Zeiger  1  wieder  weggelassen 
werden  kann. 

Setzen  wir  allgemein 

d  f.dy^ 


'y  =  iLm-^y' 


so  haben  wir  für  die  gesuchte  Funktion  V  die  Differentialgleichung 

(3)  i']'+AF=0, 

und  können  zunächst  übersehen,  daß,  wenn  7  auf  der  Strecke 
von  X  =  Q  bis  a:  =  1,  dem  Grundgebiet,  wie  wir  wieder  sagen 
wollen,  nicht  negativ  ist,  auch  die  gesuchten  Werte  l  nicht  negativ 
sein  können.  Denn  wäre  X  ■=  —  c^  ein  solcher  Wert,  so  könnte 
aus  der  Gleichung  (3)  geschlossen  werden 

Beginne  nun  V  am  unteren  Ende  des  Grundgebiets  z.  B.  mit 
einem  positiven  Werte  Fq;  dann  wird  das  Integral  in  der  letzten 
Gleichung  positiv,  dV/dx  hat  auch  dasselbe  Vorzeichen,  und  V 
wächst  weiter.  Sei  also  V  etwa  auf  der  Strecke  0 . . .  a  positiv  oiler 
habe  nur  für  .r  =:  (»  den  Wert  Null;  ist  dann  «o  '^^^^  obere  (Jrenze 
der  Werte  «  und  a^-^  1,  so  sind  für  x  =  a^,  auch  noch  die  Größen  V 
und  dVdx  positiv;  die  Strecke,  auf  der  T  positiv  ist,  kann  also 
noch  über  «o  hinweg  ausgedehnt  werden,  was  der  Definition  von  «o 
widerspricht.    So  wird  es  aber  unmöglich,  die  zweite  Gleichung  (2) 

dV  I* 

(i  .1'  I 

zu  erlülleii.  Die  gesuchten  Werte  /.  können  also  nicht  negativ  sein. 
Im  Falle  h  =  oo  erhält  man  dasselbe  Ergebnis,  indem  mau  dV dx 
:m   (Irr  Stelle  x  r=:  0  positiv  nimmt.     Nur  im   Falle  //  -^  II  =z  0 
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wäre  der  Widersiuuch  dadurcli  zu  vermeiden,  datl  kdV  dx  wäcLbt, 
dVdx  sich  aber  von  der  positiven  Seite  her  dem  Werte  Null 
annähert.  Dann  wären  beide  luandbedin:.5UDgen  erfüllt;  die  zu- 
gehörige I-'unktiun  r  würde  im  Innern  des  drundgebiets  nicht 
verschwinden. 

§  27. 
Übergang  zu  den  Integralgleichungen. 

Es  seien  nun  g^  x  und  v  j  zwei  im  Grundgebiet  stetige  Lösungen 
der  Gleichung 

(»         '^■^' =,;'.(<;:■)-"'="• 

von   denen  die  eine,  etwa  (px,  die   erste  Grenzbedingung  erfüllt. 

die    andere    die    zweite.      Dann    kann    man    annehmen,  es    gelte 

die  Identität  ,      ,  ,    , 

d  (f  d  %.• 


,  /    d  w  d  ii'\ 


da  ihre  linke  Seite  jedenfalls  konstant  ist,  und  ein  konstanter 
Faktor  in  jeder  der  Größen  q  und  t  zur  Verfügung  bleibt.  Ver- 
sehwände der  konstante  Wert  dieser  Größe,  so  wären  q:  und  c 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden:  die  Gleichung  (1) 
hätte  also  eine  Lösung,  die  beide  Greuzbedingungen  erfüllte,  was 
nach  >5  26  nur  in  dem  ausgearteten  Falle  h  =  H—d  eintreten  kann. 
Sehen  wir  von  diesem  ab,  so  kann  der  Kern  der  gesuchten 
Integralgleichung  gebildet  werden,   indem   man.   wenn    »■  ^  i  ist, 

s®^^'^  A' (./•,!)  =  (fx.vl 

und,  wenn  ./  ^  i  ist, 

K{i\^)  =  (p^.  i'x. 

Die  so  definierte  Größe  erfüllt  nändich,  wenn  wir  w^ie  gewöhnlich 

^  '  '^  ex 

setzen,  die  Gleichung 

(2)  l'  A'  (.-,  ^ )  =  "^J^' '  '^^  -  ?  A(r,  I)  =  0 

und  die   beiden   Greuzbedingungen  (2)  des  §  26,  und  ist  un   der 
Stelle  X  =  ^  singulär,  so  daß  die  Gleichung 

AA"(j-,t)  '""=  1 
besteht.  '  ^  " 
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Versteht  man   nun  unter  f  x  eine  beliebige,  im  Grundgebict 
stückweise  stetige  Funktion,  unter 

Fx  ^=  \K{x^  «)  /'« .  d  a 

eine  quellenmäßig  dargestellte  Funktion,  so  findet  mau  durch 
eine  Rechnung,  wie  sie  in  §  2  zu  ähnlichem  Zweck  angewandt 
wurde,  i 

F'x^  \  K'{.r,a)fa.du, 

<i 

1 

dCIcF'x)      Cd\kK'lx,a)].      ,       ,         ,  ,,,,  ,,      j^,,  ^., 

-^-^=J  /^      ^^fu.da  +  k.rx.[A'{x,x-0)-K'{x,x  +  0)]; 

0 

da  nun  die  expliziten  Ausdrücke  der  Funktion  K  die  Gleichungen 
K'{x,x—0)  =  K'(x-\-0,xl 
K'  {x,  X  +  Qi)  =  K'  {x  —  0,  x) 

ergeben,  so  folgt  aus  der  erhaltenen  Gleichung  für  alle  Stellen, 
an  denen  fx  stetig  ist,  die  Identität 

(3)  l'  F  =  '^^^^^'^^  -lFx=-  fx. 

An  den  Unstetigkeitsstellen  der  Funktion  fx  ist  das  Symbol  F" 
nicht  definiert.  Mau  erkennt  ferner  aus  der  angegebenen  Form 
der  Größe  F\  daß  die  Funktion  F  die  Randbedingungen  der 
Größen  K(x,a)  und    T  erfüllt. 

Ist  umgekehrt  die  Funktion  Ox  auf  dem  Grundgebiet  mit 
ihrer  ersten  Ableitung  stetig,  während  die  zweite  Ableitung  stück- 
weise stetig  ist,  und  erfüllt  sie  die  Grenzbedinguugeu,  so  ist  die 
Funktion 

d(kO'x)   ,    1  ^  o  »> 

dx 

stückweise  stetig,  und  man  kann  mit  ihr  die  vorher  eingeführte 
Größe  /•'./;  bilden.  Dann  ergibt  sich,  indem  man  diese  Gleichung 
mit  K{x^^)  multipliziert  und  zu  der  mit  </' .'  nuilti])lizierten 
Gleichung  (2)  addiert, 

^^\h{a»x.K'{x,  t)  _  Ki^r,  ^)0'x)\  --.  K{x,  |)/.r; 

wenn  man  sodann  über  das  Grundgebiet  integriert,  die  allgemeine 
Intogrationsregcl  des  ?;  2  beniilzt   und   bedenkt,  daß  die  Grüße  in 
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eckigen  Klammern  au  (U-n  Stellen  ./•  =  0  und  x  ^^^  l  verschwindet, 
weil   die  Funktion  0/    die   Grenzbedingungen   erfüllt,   so   erhält 

man  folgendes  Resultat : 

1 

(4)  /v«Dx.A"(./,|)  ^'"=  0$  =  \K(j:,^)fx.dx; 

0 

die  Funktion  0  kann  also  ({uellenmäüig  dargestellt  werden. 

Fin  Sonderfall  dieser  Grüüe  ist  F,  die  Lösung  des  Sturm- 
Liou villeschen  Randwertproblems,  wenn  eine  solche  existiert. 
Für  sie  gilt  die  Gleichung 

ersetzt  man  demgemäß  fx  durch  A  F,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung  (4)  , 

V^=  kjVK{r.^)dx, 

0 

womit  das  Randwertproblem  auf  eine  homogene  Integralgleichung 
zurückgeführt  ist. 

Daß  umgekehrt  jede  Lösung  der  Integralgleichung  auch  eine 
Lösung  des  Randwertproblems  ist,  folgt  sofort  daraus,  daß  die 
rechte  Seite  der  Integralgleichung  quellenmäßig  dargestellt  er- 
scheint, woraus  sich  nach  der  zwischen  /  und  F  geltenden  Be- 
ziehung (3)  ergibt 

(I  X  \     (Ix  / 

außerdem  erfüllt  jede  Lösung  der  Integralgleichung  ebenso  wie 
jede  (|uellenraäßige  Funktion  die  Grenzbedingungen.  Da  nun  beim 
Randwertproblem  zu  jedem  Eigenwert  wegen  der  Randgleichungen 
§  26  (2)  nur  eine  bis  auf  konstante  Faktoren  bestimmte  Eigen- 
funktion gehört,  so  gilt  dasselbe  für  die  Integralgleichung,  so  daß 
mehrfache  Eigenwerte  ausgeschlossen  sind. 

Diese  Entwicklungen  sind  im  Falle  h  =  II  ^  Ö  /u  raoditiziereu. 
wenn  das  durch  die  Grenzbedingung 

bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmte  Integral  der  Gleichung 
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von  selbst  auch  die  zweite  Grenzbedingung 

erfüllt.  Sei  ^o-''  dieses  Integral,  das  als  eine  stationäre  Tempe- 
ratur des  Stabes  angesehen  werden  kann,  und  werde  die  Gleichung 

1 
^{(pou)Ulu  =  1 

0 

vorausgesetzt.  Dann  ist  nach  §  15  als  Kern  der  Integralgleichung 
die  stationäre  Temperatur  «  zu  nehmen,  die  durch  eine  an  der 
Stelle  a:  =  I  wirkende  Wärmequelle  hervorgerufen  wird,  wenn 
in  jedem  Element  (/.'•  die  Wärmemenge  — (Lv .(p^j' .(p^^  erzeugt 
wird.     Aus  diesen  Festsetzungen  ergibt  sich  die  Gleichung 

mit  den  Grenzbedingungen 

(hl  oi_ 


und  der  Unstetigkeitsbedingung 


i'^:-'"°=0, 

5+0 


clx 


wodurch  die  Größe  u  offenbar  nur  bis  auf  einen  Summanden 
von  der  Form  ccp^^x  bestimmt  ist,  in  dem  c  eine  Konstante  be- 
deutet.    Diese  können  wir  Ijenutzen,  um  die  Gleichung 

1 
(6)  {u(p(iX  .(Ix  =  0 

0 

zu  erwirken. 

Jetzt  setzen  wir  n  =  K{x,  ^),  und  linden  dann  leicht,  daß 
diese  Größe  in  x  und  |  symmetrisch  ist,  und  daß  jede  Lösung 
der  St urni-Liou villeschen  Aufgabe 

(IV  0.1 
l'K-}-AF=0,     "J^       =0, 

j)ei  der  /  von  Null  verschieden  ist,,  auch  die  Integralgleichung 

V$^  ^l K (..,$)  V,Jx 

erfüllt. 


j!  '.'7.  iSt  uiiii- Lio  u  vi  llt'sch«'  Theorii-.  lO? 

Bei  deu  (luelleDinäßigen  Funktionen  tritt  insofern  etwas  Neues 
auf,   als   die   oben  einj^efülirte  Funktion  <I>.r  ikk-Ii  die  Bedingung 

(7)  jOx.cfoX.dx  ^i) 

erfüllen  muß,  um  nuelleuniäüig  ilargestellt  werden  zu  können; 
dann  ist  nämlich  0  —  F  eine  die  Grenzbediuguugen 

''y  "■'  =  0 

(Ix 

erfüllende  Lösung  der  Gleichung  (5),  also  in  der  Form  Cffc,'' 
darstellbar.  Da  nun  die  Gleichung  ((i),  wenn  man  nach  |  über 
das  Grundgebiet  integriert  und  die  Integrationen  vertauscht,  die 
Beziehung  ^ 

j  F X .  (p^x  .dx  =  u 

0 

ergibt,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (7): 
1  1 

j (0)  —  F)  (p^x.d X  =  f  C ((jPo x)-^ dx  =  0,     r  —  0, 

0 

0x  ^=  Fx 


0 

womit  die  Größe 


quellenmcäßig  dargestellt  ist.  Übrigens  gilt  auch  hier  die  Gleichung 
V  F  =  —  fx. 

Auf  eine  andere,  theoretisch  einfachere  Weise  kann  der  aus- 
geartete Fall  erledigt  werden,  indem  man  die  Methode  des  ?;  17 
zum  Muster  nimmt.  Man  versteht  unter  c  eine  solche  Konstante, 
daß  die  Randwertaufgabe 

keine  Lösung  besitzt;  dann  kann  die  vorgelegte  Aufgabe  in 
folgende  Gestalt  gebracht  werden : 

Die  Eigenwerte  ?.'  stehen   zu  denen  des  ursprünglichen  l'roblem^ 

in  der  Beziehung  ,,   ,  , 

;.  -f  c  =  A; 

die  neue  Aufgabe  kann  aber  nach  derselben  Methode  behandelt 
werden,  die  oben  auf  die  nicht  ausgearteten  Fälle  angewandt 
wurde,  da  keiner  der  Werte  ?.'  verschwindet. 
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§  28. 
Anwendungen  der  allgemeinen  Theorien  des  dritten  Abschnitts. 

Nacbdem  die  Sturin-Liouvillesclie  Randwertaufgabe  auf 
eine  lutegralgleichuug  mit  symmetrischem  Kern  zurückgeführt 
ist,  liefern  die  Sätze  des  dritten  Abschnitts  sofort  eine  Menge 
alter  und  neuer  Ergebnisse. 

Zunächst  zeigen  die  zusammengehörigen  Beziehungen 
1 
( 1 )  0^  =  \K{x.^) f.r . (/ X,     2  0.'  =  -  fx, 

daß  f  X  identisch  verschwindet,  wenn  dies  von  Ox  gilt,  d.  h.  wenn 
fx  zu  dem  Kern  der  Integralgleichung  orthogonal  ist.  Dann  ist 
fx  aber  auch  nach  §  22  zu  allen  Eigenfunktionen  orthogonal  und 
umgekehrt;  es  ist  also  klar,  daß  eine  im  Grundgebiet  stetige 
!■' u n k t i 0 n ,  die  zu  allen  E i g e n f u n k t i o n e n  der  Sturm- 
Liouvillescheu  Aufgabe  orthogonal  ist,  identisch  ver- 
schwindet. 

Das  ist  ein  wichtiger  Satz,  um  dessen  Beweis  Sturm  und 
Liouville  sich  vergeblich  bemüht  haben. 

Erinnern  wir  ferner  daran,  daß  nach  §  26  kein  negativer 
Eigenwert  vorhanden  sein  kann:  Nach  §24  ist  also  das  Mercersche 
Tlieorem  anwendbar,  und  wenn  cp„  wieder  die  normierten  Eigen- 
funktionen  sind,  d.  li. 

cp„x  =  F„|j^,:rfx]-'^ 

0 

so  gilt  die  bilineare  Formel 


und  ihre  rechte  Seite  konvergiert  gleichmäßig  bezüglich 
jc(l(M'  der  Größen  .r,  |  im  Grundgebiet,  wenn  die  andere 
in  ihm  festgehalten  wird. 

Nach  sj  22  ist  ferner  jede  ([uellenmäßigf  Funktion  auf  die 
l'ouriersche  Weise  nach  den  Eigenfunktionen  zu  entwickeln;  nach 
dem.  was  in  ij  27  über  (juellenmäßige  Darstellung  gesagt  wurde, 
ist  also  jede  die  Kandbedingungen  erfüllende  Funktion 
in  der  •angegebenen  Weise  entwickelbar,  die  mit  ihrer 
ersten  Ableitung  im  (jrundgebiet  stetig  ist  um!  eine 
stückweise  stetige;  zweite  Ableitung  besitzt. 
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Die  Anzahl  der  Kigenwerte  und  Eigenfuuktionen  ist  uneudlieli, 
denn  die  Eigeufunktionen  haben  ihrer  Definition  nach  stetige 
Ableitungen;  die  bilineare  Ueihe  hätte  also  auch  stetige  Ab- 
leitungen, wenn  die  Anzahl  ihrer  Glieder  endlich  wäre;  sie  ist 
aber  dem  Kern  gleich,  dessen  Ableitung  eine  Unstetigkeit  aufweist. 

Leicht  ist  endlich  die  Bedeutung  des  lösenden  Kerns  zu  er- 
sehen. Er  erfüllt  nach  i;  2:5,  wenn  fi  der  Parameter  ist,  die 
Gleichung  ^ 

(2)  r{x,y-  .u)  =  K (x,  //)  +  /A  j  A'  (x,  «)  r(a,  y- }i)  d  «. 

0 

Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (1)  auf  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  au,  so  ergibt  sich 

^'  r{x,  y]  u)  =  MK—  u  r(./-,  //;  i^)  =  — .«  r(.r,  v;  u) 

oder  (i  /  (ir\ 

ferner  zeigt  die  Gleichung  (2),  daß  die  Ableitungen  cF  ex  und 
dK/cx  dieselbe  Unstetigkeit  aufweisen,  also 

dX      c  +  „ 

Endlich  erfüllt  F  ebenso  wie  K  als  Funktion  von  ./•  die  ein  für 
allemal  vorgeschriebenen  Randbedingungen.  Die  Gröüe  F  ist  also 
genau  so  gebildet  wie  der  Kern  /v,  nur  daß  man  nicht  von  der 
Gleichung  2y  =  0,  sondern  von  der  allgemeineren  'i^y  -\-  uy  =  0 
ausgeht.  In  der  Tat  wissen  wir  ja  nach  §  23,  daß  der  lösende 
Kern  als  Kern  einer  Integralgleichung  genommen  werden  kann, 
deren  Eigeufunktionen  dieselben  sind  wie  bei  dem  ursprünglichen 
Kern.     Da  die  bilineare  Formel  gilt,  kann  man  schreiben 

^  29. 
Asymptotische  Darstellunj^  der  Eigenfunktionen. 

So  schöne  lagebnissü  die  Integralgleichungen  geliefert  haben, 
muß  doch  auf  die  Differentialgleichung  der  Funktionen  V  und 
das  zugehörige  Randwertproblem  zurückgegangen  werden ,  wenn 
man  die  Sätze  über  die  Darstellung  willkürlicher  Funktionen  in 
so  allgemeiner  Form  erhalten  will,  wie  es  für  die  Anwendungen 
nötig  ist 
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Zu  diesem  Zweck  transformieren  wir  die  (üeichung 

,;U''-:'L)+(^-'>'-='> 

durch  die  Substitutionen 


(1  u 

und  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form 
(1)  d^'r{^-I^U=ii 

und  Grenzbedingungen 

dV  0       dU  l^ 

^  dz  äz  I 

in  denen  //',  //'  Konstante,  aber  nicht  notwendig  positiv  und  mit 
/<,  H  zugleich  endlich  sind;  der  Fall,  daß  eine  der  Größen  //,  II 
unendlich  sei,  werde  zunächst  ausgeschlossen.  Wir  bemerken  noch 
die  offenbar  richtige  Gleichung 

1  z 

\V^dx  =  \VU\z. 

ü  u 

Jetzt   beachten   wir,    daß    die   Gleichung   (1),   wenn    A  rrr  <)2 
gesetzt  wird,  mit  jeder  der  folgenden  identisch  ist: 

d  (  sin  ()  ^  -— -  —  qV  cos  p  r  j  r=  />  V%\x\  q  zd  s^ 

d  ico^QZ   ,     -\-  qV  'S,n\  Q  z  \  r=  LI  cos  q  zdz. 

Integriert  man  diese  Gleichungen  und  führt,  indem  ni:\n  o  will- 
kürlich läßt,  ntir  die  erste  der  (irenzbediugungen  (2)  sowie  die 
(ileiciiung 

ein,  so  ergiljt  sich 

f 

d  II  -,  C  T  I  I,    •  ,11 

Rin  Q  z    ,     —  Q  cos  Q  X .  U  ^=  —  p  -f-  \  L  t7  sin  p  z  dz  , 

u 

t 

co^QZ    .     -\-  Q^n\Q  z .  V  ^=      h' -\-\L' V  co%Q  z' d  :\ 
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wobei   durch  //,  /'   die    Funktionen  /.,  / '.    in    denen   z  durch  z' 
ersetzt  ist,  bezeichnet  sind.     Hieraus  folj^t 

/n\  /•  I   ^*'sin  p  .4    ,     1   i'  , ,  , .,   .       .  ,    ,  , 

(3)  l=CO%QZ-\-  ^        L        \  IJ  I  ^wxciiz  —  z')ilz\ 


(4)  ,     =— sinp-    \-  -         ■        \  L  I    cosq(z  —  z)(lz. 
^  '       Q   dz                                    i)  Q  } 

o 

Im  Falle  h'  ^=  oo  gibt  der  Ansatz 

0  dU  " 

U    =0,      «^     =Q 

durch  eine  der  durchf^eführten  ähnliche  Kechnung 

(5)  U=  BWQz-^-  ^  \  i:  I  ■'  sin  Q  (z  —  z')  dz'. 

0 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4),  die  wir  näher  verfolgen,  ergeben 
wuchtige  Resultate  betreffs  der  Werte  von  U.  Zunächst  kann 
diese  Funktion  von  .:  auf  Grund  bekannter  Eigenschaften  der 
linearen  Differentialgleichungen  durch  das  ganze  Intervall  von 
^  =  0  bis  ^  =  Z  fortgesetzt  werden,  wobei  sie  selbst  wie  auch 
ihre  Ableitung  unter  einer  von  z  unabhängigen  Schranke  liegt,  die 
aber  zunächst  möglicherweise  von  o  abhängt.  Es  sei  z.  H.  (,)  die 
erste  positive  ganze  Zahl,  die  von  den  Werten  i'  weder  erreicht 
noch  überschritten  wird.  Dann  ist  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung (3)  absolut  kleiner  als 

1+  ^!-  '^'Il'o.', 


die  linke  Seite  wird  aber  für  gewisse  Werte  von  ~   nicht   kleiner 
als   (^ — 1,  woraus  sich  ergibt 

h'  V 

Q 


r^-l<  1+   ^    +    ^  J    //  ,/.-', 


<^[^-l\'-"--h^^"' 


Q 

D;i   nun  die   Kl.inunt'r   auf   der  linken  sowie  die  reciite  Seite 
sich  bei  wachsenden  Werten  A  und    o    der  Grenze  -|-  1  annähern. 
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SO  ist  klar,  daß  (^f  bei  diesen  Werten  nicht  unendlich  zunimmt, 
sondern  unter  einer  festen  von  (>  unabhängigen  Schranke  ver- 
bleibt. Dasselbe  gilt  daher  von  U  und  der  Gleichung  (4)  zu- 
folge auch  von  der  Größe  (j-UlU'd::.  Eben  diese  Ergebnisse 
folgen  auch  in  derselben  Weise  aus  der  Gleichung  (5). 

Weiter  ergeben  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  Identittät 

i^^H>r=(Q-  F')  sin  Qz-  Pcos  q  z, 
dz  ^  vs  /       -. 

wobei  die  Größen  P  un4  P',  die  leicht  zu  bilden  sind,  zwischen 
endlichen,  von  q  unabhängigen  Schranken  liegen.  Die  Eigenwerte 
A  =  ()2  werden  daher  durch  die  Gleichung 

p 
(6)  tang  qZ  =  -^-pi 

definiert,  die  zeigt,  daß 

nn  , 

P  =  -^  -f  «» 

zu  setzen  ist,  wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  von 
einer  gewissen  Grenze  ab  immer  um  Eins  wächst,  wenn  man  zu 
dem  nächbtgrößeren  Wert  von  A  übergeht,  und  die  Gleichung 

lim  e„  =  0 

gilt.     Schreibt  mau  die  Gleichung  (6)  in  den  Formen 

p 

tang  {n  tt  -f  f  „  Z)  ~^  tang  e^Z  =  , 

und  beachtet,  daß  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  z'wischen 
endlichen,  von  n  und  q  unabhängigen  Schranken  verbleibt,  das 
Verliältnis  n.Q  aber  einem  endlichen  (Jrenzwerte  zustrebt,  so 
wird  klar,  daß  man  .setzen  kann: 

p  Z  p 

(7) 

nTt z    ,    7)*,                            .     n:x  z    ,    B^ 
co%Qz  =:  cos     ,.      |-        ,     sin  p  „■  r— .  sin     ,,     -\ -^ 

/5  p  /,  Q 

wobei  die  (iröüenP  zwischen  festen,  von  p  unabhängigen  Schranken 
verbleiben. 
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Hieraus  ei|,'ibt  sich  mittels  der  Gleichung  (3)  leicht 

0 

wenn  L'^  eine  Größe  ist,  die  die  Eigenschaften  von  B,,.  1>^  und  lij^ 
besitzt;  die  normierten  Eigenfunktionen  haben  also,  der  Glei- 
chung (7)  zufolge,  die  Form 

(8)  1   k.(p„x  =  1/ -^  cos    ^--  -^  -^ , 

wobei  der  Buchstabe  W  hier  und  fortan  eine  Größe  bedeute,  die 
zwischen  endlichen  von  n  und  x  unabhängigen  Schianken  liegt. 
Dabei  ist  zwar,  streng  genommen,  nicht  bewiesen,  daß  (p„x  die 
>ite  Eigenfunktion  ist,  da  erst  von  einer  gewissen  Grenze  ab  dem 
um  Eins  wachsenden  Werte  von  n  die  aufeinanderfolgenden  Werte 
von  Q  oder  A  entsprechen.  Das  ist  aber  für  die  Konvergenz- 
tragen, die  wir  jetzt  in  Angriff  nehmen,  unwesentlich;  man  könnte 
außer  der  Reihe  qpi,  qPa,...  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Eigen- 
funktionen hinzufügen,  um  das  vollständige  System  zu  erhalten. 
Analog  der  Gleichung  (m)  findet  man  aus  den  Gleichungen  (4) 
und  (7) 

(9)  -^J^^= V      sin  -„-  +       . 

und  der  zugehörige  Eigenwert  hat  die  Form 


so  daß 

1  Z^    /,    ,    ^\ 

gesetzt  werden  kann. 

Die  bilineare  Reihe  und  ihre  Ableitung. 

Führen  wir  neben  j  ein  zweiti's  .Vrgumeiit  .i\  ein,  das  für  .r 
gesetzt  ~  und  /.■  in  Zj  uiul  L\  überführe,  so  ergeben  die  Formeln  (S) 
und  (10)  des  vorigen  Paragraphen  unmittelbar: 

II  >i  n 

Kneier,  IntPgral|;leii'biiiigoii.     3.  Aiitl.  X 
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wolifi  die  Schranken  der  Größen  'J^  wie  von  x  so  auch  von  x^ 
unabhängig  sind.  Die  IJcIIr'  auf  der  linken  Seite  ist  zwar  nicht 
vollständig  als  die  bilineare  Reihe  nachgewiesen,  da  die  Funk- 
tionen q„x  und  cos  (nnzZ)  einander  vielleicht  nicht  völlig  ein- 
deutig entsprechen,  aber  jene  Reihe  kann  sich  von  der  bi linearen 
nur  um  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  unterscheiden.  Die 
bilineare  Reihe  des  Kerns  Ä'(r, //)  konvergiert  also  im  CJrund- 
gebiet  absolut  und  gleichmäßig  bezüglich  beider  Variablen,  was 
in  beschränkterem  Sinne  nach  §  28  schon  aus  dem  Mercerschen 
Satz  folgt,  und  es  gilt  die  bilineare  Formel 

''II 

Die  Formeln  (8),   (9)  und  (10)   des  §29  zeigen   ferner,   daß 
die  Reihe  *-j   ^^(p'^x.tpnX^ 


sich  von  der  Reihe 
(1) 


1         nTtz        nnz, 
--     ^    cos     ^ 


"V"  —  sin  '"  V,-  cos 

71  -"-^  n 


=  1  vi  sin  ""('  +  ^11  +  1  vi  eio  ""<"-"■> 
;r  -"-^  n  Z  71  -ä-J  11  Z 

n  >i 

nur  um  eine  bezüglich  beider  Argumente  im  Grundgebiet  gleich- 
mäßig konvergierende  Reihe,  also  eine  stetige  Funktion  beider 
Argumente  unterscheidet.  Da  nun  die  Größen  1:  und  A'i  im  Grund- 
gebiet stetig  und  positiv  bleiben,  folgt  weiter,  daß  die  Reihe 

-      _  ^  y;..r.y„.ri 
T-'i  —  2^        Y 

n 

in  jedem  Gebiet  der  Variablen  gleichmäßig  konvergiert,  in  welchem 

dies  von  der  Reihe  (1)  gilt.     Dazu  genügt  es,  x^  an  irgend  einer 

Stelle   des  Grundgebietes   festzuhalten   und   x  eine  Strecke,  die 

einen  Teil  dieses  Gebietes  bildet  und  .'•,  nicht  enthält,  durchlaufen 

zu  lassen.     Dann    bleiben    die   Größen    ;:  —  Zy    und    ~  -|- ~ ,    über 

einer  ])ositiven  Grenze   und   unter   einer  Schranke  von  der  Form 

2Z — r,  wobei  c  eine  positive  Konstante  bedeutet.     Daraus   aber 

schließt  man,  daß  die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  derGleichung(l) 

gleichmäßig  konvergieren,  indem  ni;in  sich  der  in  §  4  entwickelten 

Kigenschaften  der  Reihe        ^  ^ 

^  sin  n  u 

friiiiicil. 
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An  der  Stelle  x,  =  a:,  z^  =  z  wird  der  zweite  Teil  der 
Keihe  (1),  als  Funktion  von  r,  betrachtet,  unstetig;  dasselbe  gilt 
daher  von  f./',  und  es  gilt  dabei  offenbar  die  Gleichung 

(2)  i(,;_0)-f-f(^--f  ())  =  2fx. 

Aus  den  auf  Konvergenz  bezüglichen  Eigenschaften  der  Keihe 

ergibt  sich  sodann  auf  Grund  des  in  §  b  benutzten  allgemeinen 
Satzes  über  die  Möglichkeit,  eine  Keihe  gliedweise  zu  differen- 
zieren, da  ja  die  bilineare  Formel  gilt,  die  weitere  Formel 

(3)  A-.(,,„)  =  ^?;i^^, 

sobald  X  und  a  verschieden  sind. 

Da  ferner  der  Kern  K  (a*,  ^) ,  der  an  der  Stelle  jc  ^  ^  eine 
unstetige  Ableitung  nach  x  besitzt,  als  Funktion  von  x  mittels 
der  bilineareu  Formel  nach  den  Eigenfunktionen  cf,^x  entwickelt 
werden  kann,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Ausdruck 

<l>x  4-  a,  A'(.r,  ^j)  -:-  «^  Z(.r,  I2)  H ^  «„,  K(^x,  |„.), 

in  welchem  (/j ,  «21  •••  konstant  sind  und  CD./-  quellenmäßig  dar- 
gestellt werden  kann.  Wie  in  §  5  schließen  wir  hieraus,  daß  jede 
Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  auf  die  Fouriersche  Weise 
entwickelt  werden  kann,  deren  Ableitung  im  Innern  des  Grund- 
gebietes eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  macht,  während  die 
Funktion  selbst  im  übrigen  die  in  §  20  angegebenen  charakte- 
ristischen Eigenschaften  der  Funktion  <^x  besitzt. 

Sodann  erhält  man  unstetige,  nach  den  Eigenfunktionen  cut- 
wickelte Funktionen,  wenn  man  in  der  Formel 

t  als  die  unabhängige  Variable  auffaßt;  der  Formel  (2)  zufolge 
ist  der  Wert  der  Keihe  in  einer  Unstetigkeitsstello  das  arith- 
metisciie  Mittel  der  leiden  (irenzwerte,  denen  die  dargestellte 
Funktion  zustrebt,  wenn  man  sich  von  obt-n  oder  unten  der  Fn- 
stetigkeitsstelle  annähert. 
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Speziell  gelten  die  lormelu 

(4)  ICO.i,  =  N]  f^-f^  ,       A-(0,  J)  =  2  ''"  V'^' 

und  liefern  die  Entwicklung  einer  die  Grenzbediiigung  nicht 
erfüllenden  Funktion  von  i.  Denn  da  z.  B.  in  der  Grüße  A''(l,^) 
das   zweite    Argument   das   kleinere   ist,   hat   man    nach    jj  27    zu 

'^^''"-         K{\,$)  =  cp^.tl^l,      A''(l,|)-  «P^^'1, 

und  diese  Größe  erfüllt  als  Funktion  von  |  an  der  Stelle  |  =  1 
die  (irenzbedingung  nicht,  da  sonst  die  Funktion  q:  x  beide  Grenz- 
bedingungen erfüllte,  was  nicht  geschieht.  Die  Größe,  die  ver- 
möge der  Grenzbedingung  verschwinden  sollte,  ist  also  vou  Null 
verschieden. 

Die  Formeln  (4)  sind  zwar  zunächst  nur  für  den  Fall  ab- 
geleitet, daß  die  unter  den  Funktionszeichen  A''  stehenden  Argu- 
mente verschieden  sind.  Aber  z.  B.  die  erste  von  ihnen  gilt  auch 
für  1  =  1,  wenn  nur  H  nicht  unendlich  ist.  Dann  hat  man 
nämlich  die  Gleichung 

(5)  kK'  (.r,  ^)'  =  -  //A(l,  I)  ^-H  ^-^"-^  '"^"^ 


1.  on 


und  zwar  auch  für  ^  ;=  1.  Da  nun  die  Eigenfunktionen  die 
Grenzbedingung 

erfüllen,  kann  man  die  rechte  Seite  der  (Jleichung  (5)  leicht  in 
die  der  ersten  Gleichung  (4)  überführen,  und  letztere  ist  auch 
für  die  Stelle  ^  =  1  erwiesen.  Analog  gilt  die  zweite  Formel  (4) 
auch  für  ^  =  0,  wenn  h  nicht  unendlich  ist;  die  Formeln  (4) 
versagen  also  nur  in  solchen  Endpunkten  des  (Jrundgebietes,  in 
denen  alle  Eigenfunktionen  verschwinden. 

Die    erhaltenen    Resultate    zeigen,    daß    die    mit    konstanten 
Koeflizienten  a,  //,  «,,,  b,.  gebildete  Größe 

1 , '»  1.1- 

«i»  J^  -f  2  "■■  A'  (r,  ^y)  -I-  2  />.■  A''  ()/,,  .r)  -f  a  K'  (1,  x)  j-  h  K\0,  .i ), 

in  eine  Fouriersche  Jleihe  nach  den  Eigenfunktidnen  entwickelt 
werden  kann,  also  eine  Funktion  von  .r,  die  beliebig  viele  ge- 
gebene Unstetigkeiten  an  sich  selbst  und  ihrer  ersten  Ableitung  dar- 
bietet und  der  Größe,  die  in  den  (iren/.bedingungen  gleich  Null 
gesetzt   wird,    einen    beliebigen    Wert   gil)t.     Dabei   ist   der  Wert 
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der  Reihe  in  einer  Unstetij;keitsstolle  in  derselben  Weise  wie  bei 
der  Reihe  K' (x\  $)  oder  Ut\  zu  bestimmen. 

Hieraus  erliält  man  wie  in  >j  ö  den  Satz,  dalj  jede  i'  uuk- 
tion  /'./',  die  auf  der  Strecke  von  U  bis  1  mit  iliren  ersten 
beiden  Ableitungen  stückweise  stetig  ist,  in  der  Form 

1 

fx  =  2  9" ''■  J  / "  •  9  " "  •  '^ " 

"  I) 

dargestellt  werden  kann;  sie  braucht  dabei  keineswegs  die 
Rindbedingungen  der  Eigenfunktionen  zu  erfüllen.  In  den  Uu- 
stetigkeitsstelleu  der  Funktion  fx  gibt  die  Reihe  den  Wert 

in  einem  Endpunkte  des  (irundgebietes,  in  dem  die  Eigenfunktionen 
verschwinden,  gibt  die  Reihe  natürlich  den  im  allgemeinen  un- 
richtigen Wert  Null.  Gleichmäßig  konvergiert  die  erhaltene  Reihe 
wie  die  benutzten  Reihen  K'  (x,  |)  als  Funktionen  von  |  auf  jeder 
Strecke,  die  weder  einen  Unstetigkeitspuukt  der  dargestellten 
Funktion  enthält,  noch  einen  Endpunkt  des  Grundgebietes,  in  dem 
diese  Funktion  die  Grenzbedingung  der  Eigenfunktionen  verletzt. 
Ist  ferner  fx  eine  beliebige  von  x  --=  0  bis  x  =  1 
stetige  Funktion,  so  erhält  man  nach  der  Methode  des 
§6  die  von  Stekloff  bewiesene  Gleichung: 

j(/«)2rfa=.2[j/«.(jr,.«.</«]^ 


liesteht  diese  Gleichung  für  irgend  ein  orthogonales  Funktionen- 
system 9),,,  so  nennen  wir  dieses  abgeschlossen,  die  Gleichung 
Abgeschlossenheitsrelation.  Die  Möglichkeit  des  Reweises  beruht 
wie  in  §  C»  darauf,  daß  man  eine  beliebige  stetige  Funktion  durqh 
quellenmäßige  angenähert  darstellen  kann. 

?5  31. 

Belastete  Integralgleichungen. 

Die  Sturm- Liouvillosche  Randwertaufgabe  wird  bei  wich- 
tigen Anwendungen  dahin  abgeändert,  daß  der  Eigenwert  A  in 
den  Randbedingungen  auftritt.  Bei  elektromagnetischen  Aus- 
gleichsvermögen in  Kabeln  sowie  bei  Schwingungen  von  Saiten 
mit  elastisch  befestigten  Endpunkten  wird  etwa  gefordert,    T  auf 
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der  Strecke  von  ./•  =  0  bis  .t  =  1  su  zu  bestimmen,  daß  die 
(ileicbungen 

(ij    ]-+AF=o,     ro  =  o,     [(2,_ry;.)  r+ F']  1  =  0 

gelten,  in  denen  jj  und  q  Konstante  und,  was  wesentlicb,  7  positiv 
ist.     Man  tindet  sofort  für  Eigenfunktionen  und  Eigenwerte 

r  =  sin  ./  ]  ).  ,     ip  —  ([  ?.)  sin  ]  k    f  ]  ?.  cos  ]  Ä  =  0. 

Sind  Ai  und  /..^  verschiedene  Eigenwerte,  I',  und  V.^  die  zugehö- 
rigen Eigenfunktionen  und  unterwirft  man  die  mit  den  Werten 
A  =r  Aj  und  A  =  Aj  angesetzten  Gleichungen  (1)  der  Greenschen 
Operation,  indem  man  die  erste  mit  l\,  die  zweite  mit  T'^,  multi- 
pliziert und  subtrahiert,  so  ergibt  sich 

1 

die  Funktionen  l\  und  Fj  sind  also  nicht  im  bisherigen  Sinne 
orthogonal.  Führen  wir  aber  ein  Zeichen  belasteter  Integra- 
tion im  (irundgebiet  durch  die  Gleichung 

—  1 

(2)  \fa.(la  =  \fa.da^q.fl 

ein,  so  erhalten  wir  die  Beziehung 

f  F,  ]\d:v  =  0, 

die  wir  als  belastete  Orthogonalität  bezeichnen.  Eine  Ver- 
allgemeinerung der  Definition  (2)  kann  bei  anderen  Aufgaben 
darin  bestehen,  daß  rechts  die  Werte  des  Integranden  an  be- 
liebig vielen  festgelegten  Stellen  des  Grundgebietes  auftreten, 
jeder  mit  einem  festen  positiven  Faktor  multipliziert. 

Führen  wir  jetzt  eine  (ireensche  Funklit)n  A'(./,i)  ein,   die 
die  (ileichungen 

A'"(^,l)-<».     7v(0|,)  =  0,     7v''(l,|)  +  />A'{l,t)=zO, 
7v'(t_(),  t)_7i"(t^().  t)  ^  1 

erfüllt  und  nach  der  Schlußformel  des  ij  1,  wenn  ./  <=  i,  durch 
den   .Ausdruck 
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gegelKii  wird,  so  liefert  die  Greeusclie  Operation  auf  die  (iröUen 
A' und  r  und  iliiü  Differentialgleichungen  angewandt  die(ileichung 

]'t  =  U'l.  A'(l,  t)  +  A  j  A'(.r,  t)  Vdx 

oder  die  belastete  Integralgleichung 

J^|=  ?.\K{.r,^)Vd,: 

Sie  führt  dazu,  eine  quellenmäüige  Funktion  in  der  Form 
—  1 

F.r  =  [  A' {X.  a)  /■« .da  —  j  A'(./-,  oc)  fu .d a -^  qK (./ ,  1 )  /  1 

darzustellen,  für  die  mau  sofort  mittels  einer  oft  durchgeführten 
liechnung  die  Differentialgleichung 

F"x  =  -fx 
und  die  Randgleichungen 

(3)    i-'O  =  U,     F'\^pF\—qfl  =  F'\^pF\+(iF"\=0 

findet.  Ist  /'./•  im  (Irundgebiete  stückweise  stetig,  so  ist  Fr 
mit  der  ersten  Ableitung  stetig  und  besitzt  eine  stückweise  stetige 
zweite  Ableitung,  Hat  eine  andere  Funktion  Ox  diese  Eigenschaften 
und  erfüllt  die  Randgleicliungen  (3\  so  setze  man  fx  =  — O"./ ; 
dann  rindet  man  für  die  Differenz  T'iX  ^^  0x  —  Fx  die  Beziehungen 

r^  =  0,     5'l+irSl=0,     50  =  0, 

die,  da  "^'x  stetig  ist,  im  ganzen  (irundgebiete  ^x  =  0  ergeben, 
also  0./  y=  Fx\  die  Funktion  fPx  kann  quellenmäßig  dargestellt 
werden. 

Der  Nutzen  des  belasteten  Integralzeichens  besteht  nun  darin, 
daß  es  alle  für  die  Theorie  der  Integralgleichungen  im  dritten  Ab- 
schnitt wesentlichen  Figonscliafteu  des  Zeichens  der  gewöhnlichen 
Integration  über  das  Grundgebict  teilt,  so  daß  jene  Theorie  mit  allen 
Krgebnissen  auf  die  belastete  Integralgleichung  übertragen  werden 
kann.  Diese  wesentlichen  Fiigenschaften  lassen  sich  aufzählen. 
Zunächst  ist  die  Vertauschbarkeit  der  Integration  mit  der  Addi- 
tion der  Integranden  sowie  mit  der  Multij)likation  des  Inte- 
granden  mit  einem  konstanten  Faktor  zu  erwähnen;  sodann  die 
Figenschaft,  daß  das  Integral  einer  nicht  negativen  stetigen 
Größe  positiv  ist  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  der  Inte- 
gvand  im  (irundgebiete  überall  verschwindet.     Diese  Eigenschaften 
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gelten  auch  für  eine  doppelte  Integration  über  das  Grundgebiet, 
bei  der,  wenn  der  Integrand  stetig  ist,  die  Folge  der  Integra- 
tionen ohne  Einfluß  ist.  Aus  diesen  Eigenschaften  der  Integra- 
tion ergibt  sicli  im  besonderen  die  Schwarzsehe  Ungleichung; 
sie  alle  sind  sofort  auf  das  Zeichen  der  belasteten  Integration 
7.n  übertragen.  Endlich  ist  noch  als  wesentlich  zu  erwähnen, 
daß  auch  bei  der  belasteten  Integration  eine  derartige  positive 
Konstante  c  vorliegt,  daß  immer  die  Ungleichung 

j/a,rf«    <gc 

gilt,  sobald  /'«  <i  </;  im  oben  betrachteten  Sonderfalle  ist 
c=  l -\- q  zu  setzen,  und  es  ist  wesentlich,  daß  7  positiv  ist. 
Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  es,  daß  eine  im  Grundgebiete 
gleichmäßig  konvergierende  Reihe  gliedweise  auch  belastet  inte- 
griert werden  darf. 

Ein  Blick  auf  die  §§  18  bis  24  genügt,  um  einzusehen,  daß 
nur  die  hier  erwähnten  Eigenschaften  bei  der  Untersuchung 
stetiger  Kerne  vorkommen;  man  darf  daher  die  Ergebnisse  der 
allgemeinen  Theorie  des  dritten  Abschnittes,  soweit  stetige  Kerne 
in  Betracht  kommen,  auf  die  belasteten  Integralgleichungen  über- 
tragen, z.  B.  das  Mercersche  Theorem  nach  §  24  und  die  Sätze 
des  §  20  über  die  bilineare  Reihe.  In  dieser  sind  natürlich  die 
normierten  Eigenfunktionen  so  zu  verstehen,  daß  die  Gleichungen 

f  (<p,.a:)2rf.r  =  1 

bestehen,  der  (iröße   V  ist  also  der  Normierungsfaktor 

1 

(I 
beizufügen. 

Einen  wesentlichen  Teil  der  nötigen  Sätze  über  die  Dar- 
stellung willkürlicher  Funktionen  liefert  das  Mcrcersche Theorem, 
da  die  zur  Hestimnmng  der  Eigenwerte  dienende  Gleichung  nach 
Cauchy  höchstens  endlich  viele  negative  Wurzeln  haben  kann. 
Die  bilineare  Formel  gilt  also  und  die  bilineare  Kcihe  konver- 
giert im  Grundgcbic'to  in  bestimmtem  Sinne  gleichmäßig.  Multi- 
pliziert man  die  Formel  mit  f.r  und  integriert  mit  dem  belasteten 
Integralzeichen    gliedweise,    so    ist    sofort    ersichtlich,    daß    jede 
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quellenmäßige  Funktion  nach  den  Kigenfunktionen  entwickelt 
werden  kann.     I^a  ferner 

(4)  ^^(•''V)  =  i^^-    -2. — X — ' 

80  kann  man  am-li  jede  lunktion  </>.r  entwickeln,  die  die  Eigen- 
schaften der  (iuellenraäL)it,'en  besitzt  mit  Ausnahme  der  zweiten 
Randeigenschaft;  setzt  man 

Fx  —  Ox  +  «./•, 
so  kann  die  Konstante  a  so  gewählt  werden,   daß  Fx  die  zweite 
Handgleichung  (3)  erfüllt,   also   ([uellenmäßig   dargestellt  werden 
kann;  nun  ist  ax  nach  (4)  eutwickelbar,  also  auch  0./-,     Endlich 
bietet  die   bilineare  Formel   die  Möglichkeit  in   Ausdrücken   wie 

a,  A'(x,  tj)  4-  a^K{x,  I2)  H 

Funktionen  mit  nur  stückweise  stetiger  erster  Ableitung  her- 
zustellen; nach  der  Methode  des  55  30  schließt  man  also,  daß 
jede  stetige  Funktion  mit  stückweise  stetigen  Ablei- 
tungen erster  und  zweiter  Ordnung,  die  an  der  Stelle 
X  =  0  verschwindet,  nach  den  Eigenfunktionen  ent- 
wickelt werden  kann. 

Man  erweitert  diesen  Satz  noch,  wenn  man  die  asymptotische 
Form  der  Eigenwerte  berücksichtigt;  man  ersieht  .aus  der  Glei- 
chung, die  sie  definiert,  daß  annähernd 

K  =  (»  +  \Y^'- 

gesetzt  werden  kann.  Daraus  schließt  man  wie  in  vj  30,  daß  die 
bilineare  Reihe  gliedweise  differenziert  werden  kann;  in  den 
Reihen 

n 

hat  man  unstetige  und  die  Randbedingungen  nicht  erfüllende 
Funktionen  von  $  nach  den  Eigenfunktionen  (pn$  entwickelt,  und 
folgert  daraus  wiederum  wie  in  ij  30,  daß  jede  mit  ihren  ersten 
beiden  Ableitungen  im  Grundgebiete  stückweise  stetige 
Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  entwickelt  werden 
kann. 
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^  32. 

Integralgleichungen  und  Besselsche  Funktionen. 

Beim  rroblem  des  schwingenden  Seiles  (§  10)  und  bei  anderen 
Problemen  der  mathemritisclien  Physik  tritt  das  System  der  Funk- 
tionen '/„.(pj)  auf,  wobei  in  eine  nicht  negative  ganze  oder  ge- 
brochene Zahl  bedeutet,  J,„i'  das  an  der  Stelle  x  =  0  von  Loga- 
rithmen und  negativen  Potenzen  von  ./•  freie  Integral  der  Gleichung 

./•2  7/"  -\-xy'  -\-  (a.-2  —  m^)  y  =  0 

ist,  und  die  Zalilen  q  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Q  'T'm  Q   +  I^Jm  Q    =   0 

definiert  sind,  in  der  durch  //  eine  Konstante  bezeichnet  wird, 
die  nicht  negativ  ist;  letztere  kann  auch  den  Wert  oo  annehmen, 
so  daß  die  Werte  q  die  Wurzeln  der  Gleichung 

-/mP  =  0 
sind.  Es  handelt  sich  bei  den  erwähnten  Problemen  darum,  eine 
auf  der  Strecke  von  a:  =  0  bis  a'  ^  1  willkürlich  gegebene  Funk- 
tion nach  den  Größen  J,n{Qx)  zu  entwickeln,  bei  denen  man  sich, 
da  '/„,.r  das  Produkt  aus  x'"  und  einer  geraden  Funktion  von  x  ist, 
auf  die  positiven  Werte  von  q  beschränken  kann. 

Das  System  dieser  Funktionen  ist  dem  Sturm-Liouville- 
schen  verwandt,   was  besonders  klar  wird,   wenn  wir  die  Grüßen 

V  =  Jm  ig  \^) 
betrachten,   die  von  Logarithmen   und  negativen  Potenzen  von  ./• 
freie  Integrale  der  Gleichung 

r.  (-'-!) +  ('-:>  =  «'  ^'  =  ^ 

sind  und  die  Grenzbedingung 

(0  2  j-^ +////'-<) 

erfüllen.  Diese  Differentialgleichung  fällt  unter  den  von  Sturm 
und  Liouville  l)etrachteten  Typus  mit  der  Modifikation,  daß  für 
die  in  der  allgemeinen  Theorie  durch  /.  und  /  bezeichneten  Grüßen 
die  (ileichuugen 

gelten.  Trotz  dieser  Singularitäten  erkennt  man  die  Größen 
'/„,((>■'■)   als   zueinander   ortlinu'onal ,    indem    man    zwei    von   ihnen 
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durch  V,.  und  V„  bezeichnet  und  ;iu.s  den  zugeliürigen  Differen- 
tialgleichungen nach  der  oft  ;,'ebrauchten   Methode  die  Formel 

4  j.(  i;  f;  -  n  v:,)  l  -^  {K  -  K)j  V,.  V„d.r  =  0 

ableitet,  in  der  das  vom  Integnilzeichen  freie  (Uied  an  der  Stelle 
2-  =  0  wegen  des  Faktors  ./■  verschwindet. 

Daß  ferner  die  Größen  J,n{Q'')  Eigenwerte  eines  symmetrischen 
Kernes  sind,  ersieht  man  durch  Entwicklungen,  die  den  in  ji  27 
durchgeführten  sehr  ähnlich  sind.  Abgesehen  von  dem  als  aus- 
geartet anzusehenden  Falle  m  =  i/  =  0  ist  der  Kern  das  von 
Logarithmen  und  negativen  Potenzen  von  x  freie  Integral  der 
Gleichung 

das  an  der  Stelle  x  =  1  die  Randbedingung  (1)  erfüllt  und  an 
der  Stelle  .r  =  $  gemäß  der  Gleichung 

Ä-Ä' (,/,!)  ''"  =  ixK'i.r,^)  '       =  1 

C  +  0  C  +  0 

Singular  wird. 

Diese  Kerne  lassen  sich  darstellen.  Bezeichnet  man  durch 
M  den  echten  der  beiden  Brüche 

so  erhält  man  für  ))i  =  0  die  Gleichung 

(3)  A-(,,ä)=_.'^^_|log;^ 

für  ))i  >.  0  allgemein 

»1 

(4)  K (,. , «  =  ^ ,„  [u  ^  -  (X  J) '  1  +  ,  ^l  Y  H) ' 

also  .ausdrücke,  die  offenbar  auch  für  den  Fall  li  =  oc  einen 
bestimmten  Sinn  behalten;  bei  der  Annahme  »i  '^-  0  kann  auch 
Jl  =  0  gesetzt  werden. 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  die  ganze  Strecke  von 
0  bis  1   den  Wert 

«  =  !• 
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SO  stellen  sio  flas  bis  aui  einen  konstanten  Faktor  bestimmte 
Integral  der  Gleichung  (2)  dar,  das  eine  stetige  Ableitung  besitzt 
und  an  der  Stelle  ./  =:  1  die  Kandbedingung  erfüllt.  Dieses  Inte- 
gral enthält  an  der  Stelle  x  =  0  negative  Potenzen  oder  Loga- 
rithmen. Sollen  also  diese  Singularitäten  bei  einem  die  Rand- 
bedingung erfüllenden  Integral  der  Gleichung  (2)  ausgeschlossen 
sein,  so  muß  dieses  identisch  verschwinden. 

In  dem  ausgearteten  Falle  m  =z  H  =--  0  sucht  man  nach  dem 
in  §  27  gegebenen  Ansatz  das  an  der  Stelle  ./•  =  0  von  Logarithmen 
freie  Integral  der  Gleichung 


ix  \      dx)  ' 


d 

das   im    übrigen    dieselben   Grenz-   und    Unstetigkeitsbedingungen 
erfüllt  wie  die  bisher  betrachteten  Kerne,  und  findet 

wobei  die  additive  Konstante  so  bestimmt  ist,  daß  die  Gleichung 

1 
^K{x,^)dx  =  0 

ü 
gilt. 

Diese  Kerne  sind  au  der  Stelle  x  =:  ^  =  0  unendlich  oder 
in  gewissem  Sinne  unbestimmt;  wir  stellen  aber  fest,  daß  sie  zu 
den  brauchbar  unstetigen  Kernen  gehören. 

In  den  Brauchbarkeitsbedingungen  des  sj  19  wird  verlangt, 
daß  ein  einfaches  oder  ein  Doppelintogral,  unter  welchem  der 
Kern  einmal  oder  zweimal  als  Faktor  vorkommt,  stetige  Funktion 
eines  im  Integranden  stetig  vorkommenden  Parameters  sei  und 
daß  die  Integrationen  vertauscht  werden  dürfen.  Da  nun  der  Kern 
K{.i;u)  nur  an  der  Stelle  x  =^  u  =^  0  singulär  ist,  so  kann  man 
von  den  Gebieten  der  einfachen  oder  dojjpelten  Integration  ein  be- 
liebig wenig  ausgedehntes  Teilgebiet  so  abscheiden,  daß  außerhalb 
dessellien  alle  betrachteten  Integranden  stetig  bleiben.  Dann 
sind  die  über  die  Ilestgebiete  erstreckten  Integrale  in  der  ge- 
wünschten Weise  stetig  und  lassen  die  Vertauschung  der  Inte- 
grationen zu.  Dasselbe  läßt  sich  von  den  über  die  vollen  Grund- 
gebiete erstreckten  Integralen  (iann  sagen,  wenn  der  Wert  der 
über  das  kleine  Teilgebiet  erstreckten  Integrale  beliebig  herab- 
gedriickt    werden    kann.     Das    ist    bei    dem    Kern  ('A)   daraus   er- 
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sichtlich,   (lalj  die  Unendlichkeit  des  Kerns  K(u,j)   nur  dadurcli 
zustande  i<ommt,  dali  er  einen  der  Werte 
l  1   ,  1  1  , 

annimmt,  die  an  der  Stelle  a  =  x  =  0  unendlich  werden.  Nun 
kann  aber  jedes  Integral  von  der  Form 

(5)  j/(«,  J-)  (log  Ufd  CK,       ^^f{u,  X){[0'r  uy  (\0gjf  da, Lr, 

in  welchem  /  («, ./)  stetig  ist,  abgeschätzt  werden,  indem  man  nls 
Integrationsgehiete  die  Strecke  O^a^a  oder  das  Quadrat 

(6)  O^u^d,     O^r^a 

nimmt,  was  in  unserem  Falle  die  oben  erwähnten  kleinen  Teil- 
gebiete sein  könnten.  Die  Integrale  (5)  sind  bei  jeder  Integrations- 
fülge  kleiner  als  die  Integrale 

(j  J  (log  af  (I «,     ^  J  J  (log  uY  (log  ./■)''  (/ M  d u\ 

ü  0  0 

in  denen  y  eine  obere  Schranke  der  Werte  f  («,  x)  ist,  und  die 
offenbar  mit  a  unendlich  abnehmen. 

Bei  dem  Kern  (4)  liegt  die  Sache  noch  etwas  einfacher, 
indem  er  an  der  singulären  Stelle  ./•  =  ^  =  0  nur  unbestimmt 
innerhalb  einer  bestimmten  endlichen  Wertstrecke  wird;  setzen 
wir  X  =  c^,  0^c<:l,  so  haben  wir 

1     '" 
limÄ'(ct,t)=  /    c'  . 

Die    (Irenzwerte    7v(-|- 0,4-0)    liegen    also  auf    der    Strecke    von 

U  liis    ,      •     Daraus    folgt    aber   sofort,    daß    die    über    die    Teil- 
4  wt  ° 

gebiete  (6)  erstreckten  Integrale  von  der  Form  derer,  die  bei 
den  Brauchbarkeitsltedingungen  des  v^  19  auftreten,  mit  a  ver- 
schwinden; auch  die  Kerne  (4)  sind  brauchbar. 

Hiernach  sind  die  Sätze  des  dritten  Abschnitts,  soweit  sie 
nicht  ausdrücklich  auf  stetige  Kerne  eingeschränkt  sind,  auf  die 
Integralgleichungen  der  Besse  Ischen  Funktionen  anwendbar; 
insbesondere  gilt  dies  von  §  22,  nach  welchem  eine  zu  allen 
Figen Funktionen  ortliogonale,  auf  dem  Grundgebiet  stetige  Funktion 
auch  zu  dem  Kern  orthogonal  ist.     Nun  gibt  aber,  wenn 


Fx  =  J  A' (./•,  et) /■« .da 
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gesetzt  wird,  v'me  leichte  Rechnung 

2Fx=  -fx\ 

verschwiudet  also  Fx  identisch,  so  daß  fx  zu  dem  Kern  K{.!\  |) 
orthogonal  ist,  so  rauü  auch  fx  identisch  verschwinden.  Der  Satz 
des  ^  22  gibt  also  die  Folgerung,  daß  eine  im  Grundgebiet 
stetige  Funktion  fx  identisch  verschwindet,  wenn  sie  zu 
allen  Eigenfunktionen  orthogonal  ist,  d.  h.  wenn  alle 
Gleichungen 

1  

^fx.J,niS^„x)dx  =  U,      »  =  1,  2... 

0 

gelten. 

Wesentlich  anders  als  beiden  Sturm-Liouvilleschen  Funk- 
tionen muß  bei  den  Besselschen  die  bilineare  Formel  abgeleitet 
werden,  da  der  Merc ersehe  Satz  an  stetige  Kerne  gebunden  ist. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  Funktion  e/„,.r  für  große  reelle  Argu- 
mente asymptotisch  durch  den  Ausdruck 


cos     ,   —  X  -\- 
f  nx         \4 

dargestellt  wird.  Daraus  ersieht  man  leicht,  daß  die  oberhalb 
einer  gewissen  Grenze  liegenden  Wurzeln  der  Gleichung 

im  wesentlichen  in  arithmetischer  Progression  und  die  Eigenwerte 
/.„  wesentlich  wie  die  (^Kiadrate  der  natürlichen  Zahlen  fort- 
schreiten, so  (laß  die  Reihe 

konvergiert.  Aber  anderseits  zeigt  die  angeführte  asymptotische 
Darstellung,  daß 

(7  j  2  I  jr  J„.  (p  xY  '/-?■  =  J  J.n  (p  V  X  Y  (1 X  =  — 

u  ü 

gesetzt  werden  kann,  wobei  ^F  zwischen  von  p  unabhängigen,  end- 
lichen und  i)()sitiveii  Grenzen  liegt;  die  normierten  Figenfunktionen 

(p„x  =  J,J]}.„x)    J7,„(VA„a:)«(/.rJ 
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bleiben  also  nicht  in  dfin  ganzen  Grundgebiet  zwischen  endliciien 
von  )i  unabhängigen  Grenzen,  so  dali  die  biliue;ire  Reihe 

^  qpn  X  .  y„  y 

^       K 

nicht  in  derselben  Weise  konvergiert,  wie  bei  den  Sturm- 
Liouvilleschen  Funktionen. 

Nun  zeigt  die  asymptotische  Darstellung  von  J,„,  daß  \Xt/,„a; 
zwischen  endlichen  Schranken  liegt:  niiui  kann  daher  setzen, 
indem  man  Q\t.  für  x  schreibt, 

Vm\^./„.(pV^)  =  '^^      {i'/J(M  I)  =  ^r  • 

Sq 

Sobald  daher  die  Größe  t,  über  einer  beliebig  klein  festgelegten 
positiven  Größe  t  verbleibt,  kann  man  auch 

m 

setzen,  mithin  nach  (7) 

A,l  OL»'  _J  s 

0 

und  da  die  Größe  J,„(  p  ]  -*'  )  jedenfalls  zwischen  endlichen  von  x  und 
Q  unabhängigen  Schranken  l)leibt,  folgt 

Unter  der  jetzt  geltenden  Voraussetzung 

(8)  I  >  f 

konvergiert  also  die  bilineare  Reihe  bezüglich  der  Variableu  x 
gleichmäßig;  da  ferner  bei  dieser  Annahme  /v  (.<•,  i)  endlich  ist, 
kann  die  Reihe  i  x 

Art 

n 

mit  einer  stetigen  Fuuktion  von  ./•  multii)liziert  von  (i  l)is  1  nach 
X  gliedweise  integriert  werden.     Offenbar  tindut  man  so  '/..  !'».: 

0 

nach  dem  oben  erhaltenen  Satze  folgt  also  für  das  Grundgebiet 
uuter  der  Annahme  (8). 


128  Vierter  Abschnitt.  ij  32. 

Jetzt  zeigt  der  allgemein  auch  für  brauchbar  unstetige  Kerne 
gültige  Satz  des  s5  22,  daß  eine  (luellenmäßige  Funktion 


I 


K{x,^)f.r.clx  =  F^ 


auf  die  Fouriersche  Weise  nach  der  Formel 

1 

1,   CO 


F^  =  ^^;;^fx.cp„x.d. 


entwickelt  werden  kann. 

Unter  welchen  Bedingungen  al>er  eine  Funktion  0j  quellen- 
mäßig dargestellt  werden  kann,  sieht  man  leicht  nach  der  in 
J^  27  gebrauchten  Methode. 

Zunächst  findet  mau  nämlich,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde, 
durch  leichte  Rechnung 

2Fx  =  —fx; 

ist  sodann  0x  eine  Funktion  mit  stetiger  erster  und  stückweise 
stetiger  zweiter  Ableitung,  die  die  Randbedingung  der  Eigen- 
funktioneu  erfüllt,  und  setzt  mau 

-,-  (4 X a>')  —       -  =  i'  a> ,/  =  —  / ./■, 

liX  ^  X 

so  ist  /"./•  im  Falle  >ii  >>  0  an  der  Stelle  x  ^=  0  nur  dann  sicher 
endlich,  wenn  . 

lira 

endlich  ist.  Setzen  wir  dies  voraus,  so  ist  F—  ^  eine  die  Rand- 
bedingung erfüllende  Lösung  der  Gleichung 

t'yy  -=  0, 

deren  erste  Ableitung  stetig  ist.  Eine  solche  muß  identisch  ver- 
schwinden; die  letzte  (ileichung  ist  ja  mit  der  durch  (2)  bezeich- 
neten identisch.  Die  Differenz  F — <P  verschwindet  also  identisch, 
und  damit  ist  die  Funktion  0  (luellenniäüig  dargestellt;  die  Argu- 
mentation braucht  in  dem  ausgearteten  Falle  nur  unwesentlich 
modifiziert  zu  werdeu. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  eine  Funktion  von  den  für  </>./•  vor- 
ausgesetzten Eigenschaften  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelt 
werden  kann,  einschließlicl»  der  Stelle  x  =  0.  Ist  nun  zunächst 
m  >»  0,  80  enthalten  die  Eigenfunktionen  den  verschwindenden 
Faktor  x^'''"\   die    Darstellung    von  0.r   bleibt   also  an    der  Stelle 
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X  =  0  gültig,  wie  es  die  allgeuieine  Tlieorie  aussagt,  da  <l>i)  ver- 
schwindet. Wenn  aber  m  =  0  ist,  braucht  dies  nicht  angenommen 
zu  werden. 

Aus  der  oben  benutzten  Gleichung 

].rJ,„x=W 

folgt  übrigens  offenbar 

•«  vp" 

]  uJ,J  o]  a)  =    ,  -  , 
\Q 

und  wenn  die  Größen  a  und  b  dem  Grundgebiet  angeh»jreu, 

wobei  die  Größe  a  und  l>  auch  in  die  Grenzen  0  und  1  hinein- 
rücken dürfen,  die  Schranken  des  Symbols  ^  aber  von  a  und  h 
unabhängig  sind.  Da  ferner  die  Größe  J,„(p^  j)  zwischen  zwei 
von  Q  und  x  unabhängigen  endlichen  Grenzen  liegt,  so  erhält 
man  aus  der  Formel  (7)  die  Gleichung 


{(pnCi  •/«  -'Z« 


1  1 

0  0 

Die  nacli  n  gebildete  Summe  dieser  Größen  konvergiert  also  gleich- 
mäßig bezüglich  der  Variablen  x  und  ist  auf  dem  Grundgebiet 
mit  Einschluß  des  Wertes  .r  =  0  stetig.  Hiermit  bestätigt  sich 
wiederum,  was  die  allgemeine  Theorie  voraussagt. 

Im  ferner  Sätze  über  die  Darstellung  unstetiger  oder  mit 
unstetiger  .\bleitung  versehener  Funktit)iien  zu  erhalten,  betrachten 
wir  wie  in  i^  30  die  bilinearc  Formel  als  Fouriersche  Entwicklung 
einer  mit  unstetiger  Ableitung  behafteten  Funktion;  ebenso  die  durch 
Differentiation  erhaltenen  als  Darstellung  unstetiger  Funktionen. 
Die  nötigen  Konvergenzeigenschaften  findet  man  wie  in  §  30  aus 
der  asymptotischen   Darstellung  der  Figenfunktioncn. 

Man    findet   nun    bei   der   Annahme   x  ^  ^   im   I'allc  m     -  0: 

Kiienpr,  luti-i^ralgUicIiauKOQ.     i.  Aull.  g 
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und  im  Falle  ni  >>  0 

m  m      m 

A'(x,l)=  y(-2^-    -       -i^-      ;  +  4(m+l/)' 
also  entsprechend  beiden  Fällen: 

und  diese  Größen  erfüllen  als  Funktionen  von  ^  die  auf  die  Stelle 
t  r=  1  bezügliche  Randbedingung  offenbar  nicht. 

Hieraus  schließt  man  nach  der  ^lethode  des  §  5,  indem  man 
den  Ausdruck 

%x  =  ^x  +  ^a,.K{x,  I,.)  J^^b,.K'{n,,  x)  +  cK'{\,  x) 

betrachtet,  daß  eine  Funktion  Fx  nach  den  Eigenfunk- 
tionen eines  der  betrachteten  Systeme  entwickelt  werden 
kann,  wenn  sie  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen  im 
Gruudgebiet  stückweise  stetig  ist,  und  im  Falle  m  >  0 
einen  endlichen  Grenzwert  des  Verhältnisses  Fx  x  an 
der  Stelle  a;  =  0  ergibt.  Eine  solche  Funktion  kann  nämlich 
immer  in  die  Form  ^x  gebracht  werden,  wobei  ^x  die  oben 
geforderten  Eigenschaften  besitzt. 

Nach  der  Methode  des  §  30  folgt  endlich,  wenn  fx  im  Grund- 
gebiet stetig  ist,  die  Al)geschlos8enheitsbeziehung 

}  1.  ^    -    }  -12 

l(/'a)2fZa  =  2     j/'a.qp„a.f/a    . 
0  "    L  0  J 

§  33. 
Die  Legendreschen  Polynome. 

Die  mechanische  Bedeutung  der  Legendreschen  Polynome  ist 
schon  in  den  §§10  und  16  erörtert.  Dieselben  ergeben  sich  als 
Lösungen  der  Aufgabe,  in  der  Gleichung 

die  Konstante  A  so  zu  bestimimn,  daü  ein  auf  der  ganzen  Strecke 
von  X  =■  —  1  bis  a:  =  4"  1  endliches  Integral  mit  endlicher  Ab- 
leitung vorhanden  ist.     Sind  A,   und  A.,  irijend  zwei  solcher  Werte 
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und  fc>,,   6^2  die  zugehörigen   endlichen  Integrale,   so   findet   man 
unmittelbar: 


woraus,  wenn  A,  und  Aj  verschieden  sind,  die  Gleichung 

+ 1 

folgt.  Nimmt  man  also  die  Strecke  von  x  =  —  1  bis  ./;  =  -f  1 
als  Grundgebiet,  so  sind  die  zu  verschiedenen  der  gesuchten 
Werte  A  gehörigen  endlichen  Integrale  der  Gleichung  (1)  zu 
einander  orthogonal. 

Nun  lassen  sich  gewisse  der  gesuchten  Weihte  von  A  leicht 
angeben,  die  Werte  0  und  n{n-\-l)  nämlich,  wenn  n  wieder 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  zugehörigen  Lösungen 
0  sind  die  Legen  dreschen  Polynome 

Zu  jedem  dieser  Werte  A  gehört  keine  andere  Funktion  0,  weil, 
wie  man  leicht  sieht,  jedes  von  P„.r  verschiedene  Integral  der 
Gleichung  ,  , 

au  den  Stellen  ./•  =  +!  unendlich  wird.  Hätte  also  die  Glei- 
chung (1)  außer  den  Legendreschen  Polynomen  noch  eine  Lösung 
&  von  der  gewünschten  Beschaffenheit,  so  müßte  sie  zu  allen 
Funktionen  Po-'',  P« .^'  orthogonal  sein: 

-t-i  *- 1 

(j )  j  0 (/ ./•  =  f  r„  X  .i'-)(U-  ^  0. 

—1  —  1 

Hieraus  liilit  sich  aber  ableiten,  daß  W  identisch  verschwinden 
mülite.  Durch  die  Polynome  Pq^,  P«.r  läßt  sich  nämlich,  da  sie 
alle  von  verschiedenem  Grade  sind,  jede  ganze  positive  Potenz 
von  x\  mithin  jedes  Polynom  des  .Vrguments  x  linear  ausdrücken, 
und  da  nach  einem  berühmten  Theorem  von  Weierstrass  jede 
stetige   Funktion   von  ./    in    einem    endlichen   Intervall   durch   ein 

9» 


+  >((,(+  \)>,  =  0 
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Polynom  mit  beliebig  liohem  Grade  der  Annäherung  dargestellt 
werden  kann,  gibt  es  ein  lineares  Aggregat  von  Legendreschen 
Polynomen,  etwa 

von  der  Beschaffenheit,  daß  auf  dem  ganzen  Grundgebiet,  d.  h. 
der  Strecke 

-  1  ^  a:  ^  -f  1, 
die  Ungleichung 

(3)  0_i/,^r   <f 

gilt,  wobei  s  beliebig  klein  gegeben  sei.     Dann  findet  man 
+1  +1  +1 

j e^dx  =  ^  &  t  X  .d X  -\-  j  &  {&  —  i' x) d X, 
—1  —1  —1 

und  hier  verschwindet  rechts  das  erste  Integral,  da  0  zu  allen 
Legen  dreschen  Polynomen  orthogonal  ist.  Die  resultierende 
Gleichung  + 1  + 1 

j  @Hlx  =  \0{&  —  x}j  x)  d  X, 
—  1  —1 

kann  aber  der  Ungleichung  (3)  zufolge  nur  bestehen,  wenn  S 
auf  dem  Grundgebiet  identisch  verschwindet. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Werte  A  =  0,  «  (n  -f  1)  in  der 
Tat  die  einzigen  sind,  die  bei  dem  an  die  Gleichung  (1)  ge- 
knüpften Randwertproblem  zu  Lösungen  der  gesuchten  Art,  eben 
den  Legendreschen  Polynomen  führen.  Sodann  ergibt  sich  aus 
der  durchgefülirten  Argumentation,  die  nur  von  der  Gleichung  (2) 
Gebrauch  macht,  daß  jede  auf  dem  Grundgebiet  stetige 
Funktion,  die  zu  allen  Legendreschen  Polynomen  ortho- 
gonal ist,  identisch  verschwindet. 

Die  Funktionen  P„a'  sind  nun  schon  in  §  IG  als  Eigen- 
funktionen eines  symmetrischen  Kerns  dargestellt;  ihre  dyna- 
mische Bedeutung  führte  dazu,  den  Kern  folgendermaßen  zu 
definieren: 

X  <  t,  Ä  (X,  ^)  =  -  l  log  1(1-  .r)  ( 1  -I-  t)]  _  J  _^  log  2, 
X  >  I,  7i(.r,  t)  =  -  l  log[(l  I  .;•)  (1  -  1)1  -  l  +  log  2. 
Dann  bestehen  die  Gleichungen 

d[{l-x^)K'(x,^)]  _  1  _  . 

(4) 

K'{x,^){i-X^)\^     °=   1,        \h{.r,^)d.r  (1, 
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uud  die  (irüßuu  K(l.i.),  Vv(—  1,^')  sind  endlich.  Hieraus  folgt, 
indem  wir  die  Differentialgleichung  (4)  mit  P„  multiplizieren 
und  von  der  mit  A'(r,  t)  multiplizierten  Gleichung  (1)  sub- 
trahieren, in  gewohnter  Weise 

iM  .^  »(h+  l)jZ',.^.A'(.',l)'/-r. 
—  1 

Die  normierten  Eigenfunktionen  sind 


(p„x  =^n-\-l  P„x, 
da  durch  leichte  partielle  Integi*ation  die  Formel 

—  1  —1 

+  1 

=  (-  l)"(2n)!  j(^2-  1)"(/^  =  2^-^ 

—  1 
abgeleitet  werden  kann. 

Der  erhaltene  Kern  ist  nun  zwar  an  den  Stellen  .r  ^^  |  =r  4:  1 
unendlich,  aber  leicht  als  brauclibar  im  Sinne  des  >;  19  nachzu- 
weisen. NVir  wollen  aber  hier  einmal  nicht  die  allgemeine  Theorie, 
sondern  die  besonderen  Eigenschaften  der  betrachteten  Gebilde 
zugrunde  legen.  Wir  gehen  davon  aus,  dal3,  wenn  fx  auf  dem 
(i rundgebiet  stückweise  stetig  ist,  die  Größe 

Fx  =  ^  K(r,a)fa.(Jtt 

—  1 

offenbar  eine  stetige  Funktion   von  x  ist.     Versucht  man  diese, 

also    eine    quellenniäliii,'    dargestellte    Funktion  von  .r,   nach    den 

Eigeufunktionen  rein  formal  zu  entwickeln,  so  erhält  man  die  Reihe 

+  1  +1 

/^  --  'V<;r,.J-    7''«.  9  „«.(/«— "V      "      \  f'u.q„a.da, 

sobald  gezeigt  ist,  daß  in  dem  Integral 

j  Ja  .cf„u.d(x.  =  [  (p„  cc.da\  K  (a,  ß)  fß  .  d  ß 

die    Ilcihenfolge    der   Integrationen    geändert   werden    darf.      Das 
ist    sicher,    wenn    man    die    unteren    Integrationsgrenzen    durch 
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—  1  -j-f,  die  oberen  durch  1 — f  ersetzt  uud  unter  t  eine  lie- 
liebig  kleine  i^ositive  Größe  versteht.  Die  hiermit  weggelassenen 
Teile  des  Integrationsgebiets  geben  aber  zu  dem  Integral  einen 
mit  f  verscliwiudenden  Beitrag,  gleichviel  in  welcher  Reihenfolge 
man  integriert.  Dies  ersieht  man  unmittelbar  aus  dem  expliziten 
Ausdruck  K(r,^)  und  daraus,  daß  das  Integral 

\  q) a  .  log a.d  a 

0 

mit  e  verschwindet,  wenn  cp «  eine  im  Integrationsgebiet  stetige 
Funktion  bedeutet.     Damit  ist  die  Gleichung 

+  1  +1+1  -t  1 

(5)  Fa.cpna.du  =    fß.dßi  K{a,  ß)(p„a.da=—\  fß.(p„ß.dli 

—  1  —1  —1  —1 

erwiesen;   ersetzt  man  cp„tt  durch  1,  so  findet  man 

+  1 

(6)  (  Fa  .da  =  (». 

—  1 

Die  Reihe  R  ist  nun  leicht  als  im  Grundgebiet  gleichmäßig 

konvergent  nachzuweisen.     Zu  diesem  Zweck  gehen   wir  von  der 

Laplaceschen  Formel 

F„x  =  —  Ux  -^  yx^  —  \  cos «)" d « 

und  der  Identität  " 

aus;   diese  Formeln  zeigen,  daß  die  Größen 
(8)  P,..r,       (l--^"')^""^- 

im  Grundgebiet  zwischen  festen  von  n  unabhängigen  endlichen 
Grenzen  liegen. 

Ist  nun  die  Funktion  fx  auf  cier  Strecke  von  .r  =i  a  bis 
X  =  b  stetig  und  hat  sie  im  ganzen  Grundgebiet  eine  stückweise 
stetige  Ableitung,  so  kann  man  setzen: 

\j'„u./cy..du=z-      .    \    ,,|/«-    '     1(1  -r/.2)Z>«|,/« 
J  '  n{n  -^  \) )  du^ 

a  (I 

-a_-«')f«.f;«r"  +  _-L-.  |V„.(i -«.)z^,«.d«. 
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Diese    Gleicliuug    zeigt    wegfii    dei-    :il)L'el<'it<?tfri    Kiffensch.ift    (l»'r 

Größen  (8),  daß  die  Grüße 

+ 1 

V  j  P,.  a .  / V/. .  (l  u 
-I 
zwischen   endlichen   von   »   nnahhiingigeu   (irenzen   liegt.     Daraus 
folgt  weiter,  daß  man 

-1  —1 

setzen  kann,  wobei  ^P"  zwischen  endlichen  von  n  unabhängigen 
Grenzen  liegt.  Damit  ist  die  Reihe  li  als  gleichmäßig  kon- 
vergent erwiesen. 

Hieraus  folgen  auf  Grund  der  Gleichung  (5)  die  Beziehungen 
+ 1 

I  (f„u.\l{u  —  1'  u  \((  u  =  ( ) ; 
—  1 
da  ferner  die  Legen  dresche  Differentialgleichung  die  (Gleichungen 

-t- 1 

\  q  „ry.  .da  =  0 
—  1 
ergibt,  so  folgt  auf  Grund  der  Gleichung  (6) 

f  [  /,' ./  —  Fn  \,lu  =  0. 
—  1 
Die    Differenz   11  —  F   ist    also    zu    allen    Kigenfunktionen   (jp,  x, 
<jPa.r, ...  und  zur  Konstanten  orthogonal,  also  Null: 
l.x         ^^»  t' 

Fx  =  2    l~   \fci.(p„u.du  =2  (p„.f    Fa.(f„u.tlu. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  in  der  Form  Fx  darstellbaren 
Funktionen  sich  in  eine  auf  dem  Grundgebiet  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  nach  den  Legendreschen  Polynomen  l\x,  l\.i\,... 
entwickeln  lassen. 

Um  dies  Resultat  in  eine  brauchbare  Form  zu  bringen, 
nehmen  wir  an,  die  Funktion  0./  sei  im  (irundgebiet  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetig,  habe  eine  stückweise  stetiire  zweite  und 
dritte  Ableitung  und  erfülle  die  Gleichung 

+ 1 
(9)  f  0a.^/a  —  0; 
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setzt  man  dann        d  ,.,         „.  ^,    ,  r 

80  hat  diese  Größe  die  soeben  von  fx  verlangte  Bescliaffenheit. 
Bildet  mau  mit  ihr  die  (iröße  Fx,  so  findet  mau  leicht 

(10)       j-  1(1  —  ü-2)  [0'  X  —  F'  x]]  =  0,      {{(Da-  Fa)  d  a  =  0, 

—  1 
und    die   Differenz  0  —  F  ist   eine   mit   ihrer   ersten    Ableitung 
im  Grundgebiet  stetige  Lösuug  der  Gleichung 

Sie  muß  also  eine  Konstante  sein,  die  wegen  der  zweiten  Glei- 
chung (10)  den  Wert  0  hat.  Das  heißt:  eine  Funktion  0x  ist 
quellenmäßig  darstellbar  mit  einer  Funktion  fx,  deren  Ableitung 
von  X  :r=  —  1  bis  .r  =  -h  1  stückweise  stetig  ist. 

Da  endlich  die  Bedingung  (9),  wenn  sie  nicht  gilt,  erfüllt 
werden  kann,  indem  mau  die  Funktion  0 x  um  eine  Konstante 
vermehrt,  so  sieht  man,  daß  jede  Funktion  Ox,  die  im  Grund- 
gebiet mit  ihrer  ersten  Ableitung  stetig  ist  und  stück- 
weise stetige  Ableitungen  zweiter  und  dritter  Ordnung 
besitzt,  in  eine  Reihe  von  der  Form 

tto  -h  «1  A  -^  4-  «2  ^2  -^  +  •  •  • 
entwickelt    werden    kann,    die    im    Grundgebiet    gleich- 
mäßig konvergiert. 

^  34. 
Die  bilineare  Formel  in  Legendreschen  Polynomen. 

Aus   dem    erhaltenen   Entwicklungssatze    kann    die    bilineare 

Formel  i,«  i»  /     ,    i\  u        v 

Av .-  ,A  —  X^  <PnX.(p.,y  _  ^-,  {n-\-\)FnX.F,,y 

JH'^^y)-2^         X7        "-^       "»(n+l) 

abgeleitet  werden,  indem  man  von  der  folgenden  asymptotischen 
Darstellung  Gebrauch  macht: 

(1)  ^^.(cos^/)=.|„J;„„|cos|(„  +  .;)«-f|^  ;;| 

In  dieser  bedeutet  0  einen  Winkel,  für  den  sin^y  über  einer 
festen  Grenze  g  bleil)t,   und   W  eine  Größo,  die   zwischen   festen, 
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vou  n  uiiubhiüjgigen  Schranken  liegt,  sobald  die  (jröüe  (j  fest- 
gelegt ist.  Setzen  wir  y  =  cos/y,  so  bleibt  dieser  Wert  um  ein 
festes  Stück  von  -f  1  und  —  1  entfernt,  das  aber  mit  y  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann.  Diese  asymptotische  Darstellung 
ergibt  sich  als  Sonderfall  der  in  §  2'J  betrachteten,  indem  man 

für  die  (irößen  

S  —  1    sin  <l  P„  (cos  0),     u  =  I  —  0, 

dif  Differentialgleichung 

erhält,  u  -\-  l  durch  q  ersetzt  und  das  Grundgebiet  von  u  =  0  bis 
H  =  [      -  e  erstreckt,  wobei  f  eine  beliebig  kleine  positive  Größe 

bedeutet;  man  hat  nur  noch  die  Werte  von  S  und  dS  du  an  der 
Stelle  u  -—  0,  cos  ^y  =  0  zu  bestimmen  und  zu  beachten. 

Die  Formel  (1)  ergibt  nun,  da  die  Grüßen  P„  im  Grund- 
gebiete zwischen  gewissen  von  n  unabhängigen  Grenzen  liegen, 
unmittelbar:  (,^  _^  ^  p^^ x.Pny  ^W  ^ 

n(n  4-1)  n'j' 

die  bilineare  lieihe  konvergiert  also  unter  der  bezüglich  der 
Größe  y  aufgestellten  Voraussetzung  gleichmäßig,  wobei  die 
Größe  X  das  ganze  Grundgebiet  durchlaufen  darf.  Man  kann 
daher  die  Keihcn 

n 

nach  X  über  das  Grundgebiet  gliedweise  integrieren  und  erhält 
auf  (Jrund  der  geltenden  Integralgleichung 

^(^{x,y)P„x.dx  =  0. 

Da  ferner  auch  die  Gleichungen 

j  A'  (x.  v)  dx  —jPnJ-.dx  ■-.  0 
- 1  —1 

gelten,  so  folgt  .  i 

j(^{x,y)dx^  0. 
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Die  Grüße  Q  ist  also  zu  allen  Legen  dreschen  Polynomen 
und  zur  Konstauten  PoX  orthogonal,  und  muß  nach  §  33  identisch 
verschwinden.     Damit  sind  die  Formeln 

•r  ^  //,  -  ilog  [(1  -,r)  (1  +  y)]  _1  +  log  2  =  ^  ^^"^^^^1^^^^ 
^^V.    -^log[(l+:r)(l-y)]-i  +  log2=^^'^±ii^2n^ 

^       ?( («  4-  1 ) 

zunächst  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  daß  die  Grüße  y  von 
+  1  und  —  1  um  ein  endliches  Stück  verschieden  bleiljt,  also  für 
jeden  von  -\-  1  und  —  1  verschiedenen  Wert  von  y^  während  x 
das  ganze  Grundgebiet  durchlaufen,  also  auch  die  Werte  +  1 
annehmen  darf.  Aus  der  Symmetrie  der  erhaltenen  Formeln  be- 
züglich der  Größen  x  und  y  folgt  dann,  daß  auch  y  im  ganzen 
Grundgebiet  beliebig  gewählt  w^erden  darf. 

Setzt  man  demgemäß  i/  =  + 1  und  berücksichtigt  die  Glei- 
chungen  p„(^_i)_i,  p„  (_  i)  =  (__  ly. 

so  erhält  man  die  Formeln: 

.10,1^     2    ;-  '^2^    n(»-f  1)    ' 

-  ^  loa  rl+^^^  - 1  j_  x^  i?^'r\)i-^YP«x 

^  °«V     2    y  ~~  äi-^  M(n-hl) 


(2) 


Die  bilineare  Formel  kann  als  Entwicklung  einer  Funktion, 
deren  Ableitung  unstetig  ist,  nach  den  Eigenfunktionen  aufgefaßt 
werden.  Daraus  schließt  man  nach  der  schon  vielfach  gebrauchten 
Methode,  daß  in  derselben  Weise  auch  eine  Funktion  zu  ent- 
wickeln ist,  deren  erste  Ableitung  eine  beliebige  endliche  An- 
zahl von  Unstetigkeiten  aufweist,  z.  K.  eine  Funktion,  die  geo- 
metrisch durch  eine  polygonale  Linie  dargestellt  wird.  Nach  der 
in  §  f)  benutzten  Methode  erschließt  man   hieraus  die  Gleichung 

in  der  fu  eine  l)eliebige  stetige  Funktion  bedeutet  und  gesetzt  ist 

+  1  +1 
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Man   kuuu,   uliue    ueue   llilfsmittul   zu   beuut/en,   noch  eiu».'n 
Schritt  weiter  geheu  uud  die  (ileichung 

'•»1 

beweisen.  Aus  der  rurniel  (1)  und  der  Identität  (7)  des  §  33 
findet  mau  nämlich,  wenn 

X  =  cos^y,       r,  =  cos(fi 
gesetzt  wird,  uud  W  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat, 

g)'nX.(pnXi 

K 
= ; . —    cos  \{^i  -\-z)(f  —  -\  cos    ()i  +  zjflx—  A  T      i 

(3)    H : ?— (cos  I  (>J  -  J)  (I  -  ^1  cos  I  hl  +  i)  0,  -  '"^1  +   -| 

ij;rsin2/)V8infl8iu//,  I       1^        -^         4j        [^    ^  '^   '       4j        ><  I 

A  U  C 

=  —  sin  n  {h  -\-  (1^)  +      sin  n  {II  —  ^/, )  +      cos  n  (ß  -f  />,) 

+      cos»  (0  —  0.) -I-       , 
n  )i- 

wobei  .1,  J),  (\  1)  von  n  unabhängig  sind  und  zwischen  festen 
von  II  und  II ^  unabhängigen  (Frenzen  liegen,  sobald  die  Größen 
0,  0,,  7t  — 0,  und  :t  —  IIi  über  beliebig  klein  fixierten  positiven 
Grenzen  verbleiben. 

Nun  konvergieren  die  Reihen 

l,ct>         .  1,1 

sin )» u  -t-^  cos  n  u 


bekanntlich  gleichmäßig  unter  der  Voraussetzung 

c  <  M  <  '2  .T  —  c, , 

Wenn  c  uud  r,  belieliig  kleine  positive  Werte  sind;  anderseits 
sind  die  Winkel  II  uud  0,  in  (irenzen  von  der  Form  c  und  -t  —  r , 
eingeschlossen,  so  daß  eine  Beziehung  von  dir  Fi  um 

'^ilt.    Setzen  wir  daher  noch  fest,  daß    .<•,  — x    uml  ilaniit    '/  —  '/, 
über  einer  festen,  beliebig  kleinen  positiven  Grenze  bleil)t,  so  hat 
man  auch  eine  I^eziehung  von  der  Form 
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und  jetzt  konvergieren  die  Reihen 

.^  sin {<i  4-  Öl) n        ^  cos n (Ö-MO 

^  sin »?  {0  —  Ö, )        ^  cos  n  {0  —  0, ) 

gleichmäßig.  Mithin  gilt,  wie  die  Gleichung  (8)  zeigt,  dasselbe 
von  der  Reihe  ^'  ...  ^    .. 

unter  der  Annahme 

—  1  +  £  <  :p  <  1  —  6,   —  1  +  fi  <  a-i  <  1  —  fi,    x,—x    >  f2, 
wobei  £,  £i  und  £2  beliebig  kleine  positive  Größen  sind. 
Damit  ist  die  Gleichung 

dK{x,Xi)  __  ^  (p'r, x.<p„Xi 
dx        "  ^         X„ 

erwiesen;  explizite  hat  sie  folgende  Formen.  Für  x  <^x^  erhält  man 

1         -  V     'i+J-F  X  P  X- 
2(^1  - X)  -  ^  n(n  +  l)""'' 
für  x>  X,  ^l 

Die  rechts  erhaltene  Reihe  stellt  also  eine  unstetige  Funktion 
von  Xi  dar,  die  an  der  Stelle  x^  =  x  einen  Sprung  macht  gemäß 
der  Gleichung 

f{x-0)-fix  +  0)  ^  ~^  ^ 


2(1 -r)      2(l-fa:)         l  —  x^ 

Hieraus  ersieht  man  nach  der  in  ij  ">  angewandten  Methode 
leicht,  daß  jede  Funktion,  die  mit  ihren  ersten  drei  Ab- 
leitungen auf  dem  Orundgebiete  stückweise  stetig  ist, 
nach  den  Legendreschen  Polynomen  entwickelt  werden 
kann. 


Küiiftor  Abschnitt. 

Wiiniiolcituii^  uiul  Schwiiiiriiiiireii  in  (icbietoii  von  zwei 
oder  drei  IMmeiisioneii. 


5  35. 
Die  Poissonsche  Gleichung. 

Wir  bezeichnen  wie  früher  eine  Funktion  als  stückweise 
stetig  in  einem  zwei-  oder  dreidimensionalen  Gebiete,  wenn  dieses 
in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilgebieten  zerfällt,  innerhalb  deren 
die  Funktion  stetig  ist,  während  sie  bestimmten  Grenzwerten 
zustrebt,  wenn  man  sich  den  die  Teilgebiete  trennenden  Linien 
nähert.  Sagen  wir,  eine  Funktion  sei  mit  ihren  Ableitungen 
stückweise  stetig,  so  ist  dies  so  zu  verstehen,  daß  die  Ableitungen 
im  Innern  der  Teilgebiete  existieren  und  in  demselben  Sinne  wie 
die  Funktion  stetig  sind;  in  den  Trennungslinien  selbst  wird  die 
Funktion,  weil  unstetig,  keine  eindeutig  definierten  Ableitungen 
besitzen. 

Wir  bezeichnen  ferner  in  diesem  .\bschnitt  die  Stellen  eines 
Gebietes  durch  ü,  1,  2,  ...;  die  Elemente  des  Uaumes,  der  Fläche 
und  der  Linie  seien  dr,  ds,  (//.  Diese,  wie  überhaupt  die  weiter 
eingeführten  von  einer  oder  mehreren  Stellen  abhängigen  Größen 
werden  mit  dem  Zeiger  der  Stelle  oder  der  Stellen  versehen,  auf 
die  sie  sich  beziehen,  so  daß  z.  H.  r,n  die  Kntfernung  der  Stellen 
0  und  1,  dzi  das  Element,  in  welchem  die  Stelle  1  liegt,  fl  den 
Wert  der  Funktion  f  in  der  Stelle  1  bedeutet  usf.  Der  Zeiger  (> 
soll,  wo  keine  Zweideutigkeit  entsteht,  weggelassen  werden,  so 
daß  </r,  da  immer  Elemente  sind,  die  die  jeweils  betrachtete 
Stelle  0  enthalten. 

Irgend  ein  Gebiet  von  zwei  oder  <lrei  Dimensionen  wird  als 
Grundgebiet  bezeichnet  und  festgehalten  und  auf  dieses  beziehe 
sich   immer  das   unbestimmte   Integralzeichen.     Das  Integrations- 
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elemeiit  zeigt  dann  dnicb  die  Bezeichnung  immer  an,  wieviel 
Dimensionen  das  (Jrundgeljiet  besitzt;  ist  es  eben,  so  bezeichnen 
wir  es  durch  (i  und  die  umgrenzende  Linie  durch  ('»";  handelt  es 
sich  um  ein  Raumgebiet,  so  heißt  dasselbe  'K,  und  5  ist  die  ein- 
schließende Oberriäche.  Die  auf  0'  und  J  bezüglichen  Größen 
wollen  wir  allgemein  überstreichen.  Die  Grenzlinien  des  Grund- 
gebietes und  der  Teilgebiete,  die  bei  stückweise  stetigen  Funk- 
tionen eingeführt  werden,  seien  insoweit  frei  von  Singularitäten, 
daß  diese  Gebiete  als  Integrationsgebiete  vielfacher  Integrale 
benutzt  werden  können. 

Vielfach  werden  wir  Potentiale  von  der  Form 

^^ —  =  i'  1 ,  log   —  (/  s  =  d>  1 

J    **oi  .1  '"oi 

zu  betrachten  haben;  sie  besitzen  die  gewöhnlich  in  der  Poten- 
tialtheorie benutzten  Eigenschaften,  w^enn  q  im  Integrationsgebiete 
stetig  ist  und  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  besitzt.  Dann 
sind  die  Potentiale  und  ihre  ersten  Ableitungen  im  ganzen  Räume 
oder  in  der  ganzen  Ebene  stetig  und  ihre  Ableitungen  können 
gebildet  werden,  indem  man  das  Differeutiationszeiclien  dem 
Integranden  einfügt,  z.  B.  wenn  x,  ?/,  z  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten sind, 

Diese  Eigenschaften  sind  schon  gesichert,  wenn  die  Dichtigkeit  q 
nur  als  stetig  vorausgesetzt  wird.  Hat  sie  auch  stetige  erste 
Ableitungen,  so  existieren  die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials 
und  bind  im  Innern  des  mit  Masse  belegten  Gebietes  sowie  in 
jedem  von  Masse  freien  Gebiet  stetig,  so  daß  die  Größe 

d^F      c^F     d^F 
oder  auch,  wenn  J-'O  =  F  gesetzt  wird,  die  Größe 

gebildet  werden  kann  und  stetig  ist.  Die  Gaussische  Integral- 
transformation erhält  dann  im    liaunio  die  Form 


V'l=^  +  ^+.,. 


idt.jF^y^^^,  de, 
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wobei  (/(>   das  Element  der  Überfläche  $,  A'  die  iiuüere  Normale 
bedeutet.     lu  der  Ebene  hat  man  ähnlich 

(i 

Alle  diese  Eigenschaften  bleiben  offenbar  erhalten,  wenn  die 
(iroße  Q  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  betrachteten  Gebiete 
stückweise  stetig  ist.  Dann  setzen  sich  nur  die  Potentiale  aus 
einer  endliclien  Anzahl  solcher,  in  denen  die  Dichtigkeit  mit 
ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist,  additiv  zusammen. 

Das  wichtigste  Hilfsmittel  unserer  ferneren  Untersuchungen 
ist  nun  die  Poissonsche  Formel: 

J  'Ol 


-fi     Q log  (v-)  <(s  =  —  2n Ol. 

.'  \'oi^ 


Ist  o  stückweise  stetig,  so  verlieren  die  Gleichungen  nur  in  den 
rnstetigkeitslinien  ihren  Sinn,  nähert  man  sich  aber  diesen 
Linien,  so  streben  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  bestimmten 
endlichen  Grenzwerten  zu. 

Weshalb  gerade  diese  Formeln  für  die  folgenden  Unter- 
suchungen von  Bedeutung  sind,  erkennt  man  leicht,  indem  man 
das  Element  des  das  Potential  darstellenden  Integrals  im  Sinne 
der  Theorie  der  Wärmeleitung  deutet. 

Im  Räume  kann  die  Größe 

1 


in  der  Ebene  die  Größe 


multipliziert  mit  einer  beliebigen  konstanten  C\  als  die  stationäre 
Teniperatur  angesehen  werden,  die  eine  au  der  Stelle  I  betind- 
liche  Wärmeiiuelle  hervorruft;  die  Konstaute  C  nennen  wir  die 
Ergiebigkeit  der  t,)uelle.  Setzen  wir  ('  =  1,  so  ist  die  Wärme- 
menge, die  im  ersten  Falle  durch  eine  Kugel,  im  zweiten  durch 
einen  Kreis  vom  IJadius   /„,    hindurchtritt,   die   eine  oder  andere 

der  Grölien  '/    /     1     \    .       . 

—  ;       (  z )  •  4  .T  r^,  =  1 , 
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multipliziert  mit  einer  Konstanten  des  leitenden  Mittels.  Dieselbe 
Wärmemenge  tritt  durch  eine  beliebige  geschlossene,  die  Quelle 
umschließende  Fläche  ^'  oder  Kurve  (>',  die  überall  stetig  ge- 
krümmt seien,  und  man  erhält  so  die  Gleichungen 

-f./.4f (:r-M  =  1^   -f'/?4;  ( /  log a;\  ^  ]. 

J      dNK^nrJ  J      dN\l7i     ^  r^J 

Wir  lassen  nuu  den  Punkt  1  das  Grundgebiet  durchlaufen 
und  nehmen  an,  die  dieses  umschließende  Fläche  ^^  oder  Kurve  Ci 
liege  innerhalb  der  Fläche  5'  oder  Kurve  C>'.  In  beiden  Fällen 
ergibt  sich,  da  q^  von  der  Stelle  0  nicht  abhängt, 

(y  (i'  (V 

Da  nun  ^oi  in  diesen  Integralen  stets  von  Null  verschieden  bleibt, 
so  kann  man  die  Integrationen  vertauschen.  Setzt  man  daher 
entsprechend  beiden  Fällen  eine  der  Gleichungen 

an,  so  daß   V  Funktion,  der  Stelle  0  ist,  so  folgt 

Dabei  kann  die  Größe  IJ  offenbar  auch  als  'reini)eratur  angesehen 
werden,  die  erhalten  wird,  wenn  das  ganze  Gebiet  ili  oder  (j  mit 
Wärmequellen  erfüllt  ist,  deren  Frgiebigkeit  p,  ist;  die  erhaltenen 
Gleichungen  geben  die  Wärmemenge,  die  durch  eine  das  Quell- 
gel)iet  umfassende  Fläche  oder  Kurve  hindurchtritt. 

Jetzt  gehe  die  Fläche  ^  stetig  in  die  Fläche  a-  über,  so  daß 
jeder  I'unkt  der  ersteren  mit  seiner  Richtung  A'  stetig  in  einen 
Punkt  der  letzteren  mit  der  zugehörigen  äulieren  Normale  über- 
gelit.  Wenn  dann  die  (iröße  q  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im 
(irundgebiete  stückweise  stetig  ist,  so  geht  nach  den  oben  er- 
wähnten Sätzen  der  Pdtcnti.'ilthcoric  die  (irößc  (HilX  stetig  in 
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die  auf  der  Flüche  Jy  gebildete  il  LI  dN  über,  die  ihrerseits  eine 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist;  daraus  folgt,  dali  der  ( irenzübergang 

,.     dU        dU 
hm     ^  =  -j^ 

d  iV        d  iS 

auf  der  ganzen  Fläche  a  gleichmäßig  konvergiert,  und  daü  daher 
dieüleichuüg  ^^j,  ^^r 

gilt.     Analog  hat  man  in  der  Ebene  die  Gleichung 
und  die  Gleichungen  (1)  ergeben 

^'"^^        J ''^ f/ .V  =  —  J ? '^ ^'    y'^'d^y  ^  ~\^'^ ■''• 

tt  !'t  (?  (*■ 


Die  Gaussische  InteKraltransformation  lehrt  nun 
]dN 


ds  =  {zJUdt,        \'lj\rdl  ={jr</. 


hieraus  folgt  nach  den  Gleichungen  ['2) 

j  JVdr  =  —Jq  (/r,       j  J  Cds  =  —  j  P  ds. 

In  diesen  Gleichungen  können  iK  und  (f  als  beliebige  mit 
Masse  erfüllte  Gebiete  betrachtet  werden,  die  umfassenden  Massen- 
gebieten eingebettet  sind ;  im  Innern  der  Gebiete  'K  und  15  ver- 
schwindet z/  F,  wenn  die  außerhalb  ihrer  liegenden  Massen 
das  Potential  V  geben,  und  in  den  Formeln  (2)  kann  daher  F 
ebensogut  das  Potential  der  Gesamtmasse,  wie  das  der  in  'K 
und  (v  liegenden  Teilmasse  bedeuten.  Man  kann  daher  diese 
(lebiete,  ohne  die  Bedeutung  des  Potentials  l'  zu  ändern,  in  einen 
Punkt  zusammenschrumpfen  lassen,  und  da  J  l'  eine  stetige 
Funktion  des  Ortes  im  Innern  des  mit  Masse  erfüllten  (iebietes 
ist,  folgt  jetzt  die  Poissonsche  Gleiihunu' 

ju-^j\l^'^'^  =  -,,    ^r-^|>:/^Mog-L  =  _p, 

J  4.Tro,  }     2 TT  ^  To, 

wobei  die  Zeichen  ohne  Zeiger  sich  stets  auf  die  Stelle  0  beziehen. 

Knetor,  Iuto|fnilgleichuugcD.     2.  Aufl.  in 
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Die  Po  i  SS  OD  sehe  Formel  bleibt  auch,  wovon  wir  später  Ge- 
brauch machen,  gültig,  wenn  q  an  der  Stelle  2  im  Gebiet  (i 
uueiullich  wird  wie  —  log  roj,  im  Gebiet  ))i  wie  1  Vq^-  Dann  ent- 
hält das  Potential  U  z.  B.  im  Falle  des  ebenen  Gebietes  einen 
Summanden  von  der  Form 


J  r=  const    r/s  log  -y-  log       , 


in  dem  a  eine  positive  beliebig  klein  gewählte  Konstante  und 
kleiner  als  )\2  sei.  Dieser  Ausdruck  kann  offenbar  als  Potential 
einer  Kreisfläche  angesehen  werden,  auf  der  diu  Dichtigkeit  allein 
durch  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  bestimmt  ist.  Da  nun  das 
Potential  eines  unendlich  schmalen  Kreisrings  mit  dem  Mittel- 
punkt 2  und  konstanter  Dichtigkeit  im  Punkte  1  in  der  Form 
const.  log (Irji)  geschrieben  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  vom 
Potential  der  Kreisfläche,  wenn  die  Potentiale  der  Ringe  summiert 
werden  können,  oder  die  Größe  J  endlich  ist.  Dies  folgt  leicht, 
wenn  wir  das  Element  ds  in  die  Form 

(3)  ds  =  r2odr2odJ 

bringen,  wobei  dl  ein  Element  des  Kreises  mit  dem  Radius  Eius 
ist,  der  in  der  Stelle  2  seinen  Mittelpunkt  hat;  das  Integral 

l  .r  log  X  d  X 

ist  ja  endlich,  auch  wenn  die  untere  Grenze  x  =  0  genommen 
wird  und  log  t\^  bleibt  im  Integrationsgebiet  endlich. 

Aus   der  angegebenen  Form   der  Größe  J  folgt  unmittelbar 

z/j  J  =  z/i  (  const.  log  —  )  =  ü. 

Bildet  man  also  die  Größe  zJ^Ul,  so  ergibt  die  Umgebung  der 
Stelle  2  ebensowenig  einen  Beitrag,  wie  irgend  ein  den  Punkt  1 
nicht  enthaltendes  Gebiet,  und  die  Poissonsche  Formel  bleibt 
an  jeder  von  2  verschiedenen  Stelle  richtig. 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  den  Fall  des  Gebietes  JR,  indem 
man  die  Formel  (H)  durch  die  folgende  ersetzt: 

(/  r  —  r'j,,  d  /-.j,»  d  o ; 

dabei  bech'utct  (hi  das  Element  der  Kugeloberfläche  vom  Hadius 
I'iiis,  deren   Mittelpunkt  2  ist. 
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;j  3»;. 
Die  Qreensche  Funktion  als  Kern  einer  Infej^ralgleichung. 

Die  Poissonsche  Gleichung  biklet  die  Grundlage  für  die 
Theorie  der  (Jreenschen  Funktion  und  ihre  Anwendung  als  Kern 
einer  Integralgleichung. 

Für  die  Fläche  (5  werde  die  Greensche  Funktion  Ä'(0,  l)  wie 
folgt  definiert.     Allgemein  gelte  die  Differentialgleichung 

-JA'(0,  1)  =  ^oÄ'(0,  1)  =  0; 


ferner  sei 


"  ^  'Ol 


wobei  M  eine  im  ganzen  Grundgebiet  mit  ihren  Ableitungen  aller 
Ordnungen  stetige  Funktion  von  0  und  1  l)edeutet.  Endlich  sei 
an   der  Kandlinie  0    eine  Kaudbedingung  von  einer  der  Formen 


(1)  A'(0,  1)  =  0,      --^^^r— ^  +  h  K{0,  1)  =  0 

erfüllt,  in  der  h  eine  positive  Konstante  und  ^'  wie  oben  die 
äuliere  Normale  bedeute. 

Daß  die  so  definierte  Funktion  zweier  Stellen  existiert,  folgt 
in  den  speziellen  Fällen,  die  wir  untersuchen,  aus  dem  expliziten 
Ausdruck,  der  jeweils  angegeben  wird.  Für  allgemeinere  Grund- 
gebiete wird  diese  Tatsache  im  siebenten  Abschnitt  abgeleitet. 

Die  Funktion  A'(0,  1)  ist  die  an  der  Stelle  0  heri-schende 
^tationäre  iemperatur,  die  von  einer  im  Punkte  1  befindlichen 
Quelle  herrührt,  wenn  die  Kandlinie  entweder  auf  der  konstanten 
Temperatur  Null  gehalten  wird,  oder  in  einer  durch  //  bestimmten 
Weise  tlie  Wärme  ausstrahlt.  Man  kann  die  GröUe  A'(Ü,  1)  aber 
auch  mechanisch  deuten,  indem  man  davon  ausgeht,  dali  die 
Gleichung  ^^^^ 

in  der  a  eine  Koustant«»  bedeutet,  für  die  Verrückung  u  gilt, 
wenn  wir  die  Fläche  (i  als  elastische  Mtinbian  betrachten,  und 
die  Randbedingung  ist  einfach 

it  =  0, 

wenn  die  Membran  am  Kande  befestigt  ist.  Soll  nun  die  Mem- 
bran eine  Ruhelage  einnehmen,   die  von   der  ursprünglichen  vei - 

10« 
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schiedeu  ist,  also  für  ii  nicht  überall  den  Wert  Null  ergibt,  so 
hat  man  die  (Tleichungeii 

(2)  z/  u  =0,      «  =:  0, 

die  nur  dann  eine  nicht  identisch  verschwindende  Lösung  halien, 
wenn  u  an  einer  Stelle  1  unstetig  ist.  Als  einfachste  Funktion, 
die  die  erste  Gleichung  (2)  erfüllt  und  unstetig  ist,  bietet  sich 
der  Ausdruck 

dar;  versuchen  wir,  bei  der  Größe  u  diese  Unstetigkeit  anzubringen, 
so  führen  die  Gleichungen  (2)  genau  auf  die  vorhin  detinierte 
Größe  A'(0,  1).  Als  Verrückung  könnte  sie  auftreten,  wenn  man 
die  Membran  im  Punkte  1  mit  einer  Nadel  aus  der  ursprünglichen 
Gleichgewichtslage  entfernt;  sie  erhält  dann  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  eine  dornartige  Gestalt.  Jedenfalls  aber  hätte  man 
eine  Verrückung  und  eine  neue  Gleichgewichtslage  hergestellt,  die 
zu  den  in  §  8  betrachteten  gehört.  Es  ist  also  nach  den  dort 
durchgeführten  Erwägungen  zu  erwarten,  daß  die  bei  der  Schwin- 
gung der  Membran  auftretenden  Eigenfunktionen  eine  homogene 
Integralgleichung  erfüllen,  deren  Kern  die  Größe  K{0,  1)  ist,  und 
das  bestätigt  sich  in  der  Tat. 

Um  dies  einzusehen,  erinnern  wir  daran,  daß  zunächst  die 
Größe  ^^(0,  1)  leicht  als  symmetrisch  bezüglich  der  beiden  Stellen  0 
und  1  erkannt  wird.  Beschreibt  man  nämlich  um  die  Stellen  1 
und  2  beliebig  kleine  dem  Innern  der  Fläche  li  angehörige  Kreis- 
linien und  wendet  auf  das  Gebiet  6,  aus  dem  diese  Kreise  aus- 
geschieden sind,  die  Gleichungen 

z/o  r  (0,1)  =  JoK(0,2)  =  0, 
|f?s|A'(0,  l)z/7i(0,  2)-7v(0,  2)^7\:(0,  1)1  -=  0 
an,  80  findet  man  nach  dem  (ireenscheu  Satze 


=  0, 


(3)    j,»[A„M)'":,(»r^)-/üo,2)  ■":<;;: 

wobei  über  (>   und  die  beiden  Kreislinien  zu  integrieren  ist,   und 
an  letzteren  die  Gleichungen 

d    d  d    d 

ÖTN  ~  ~  ^'     dN  ~  "  Jr7j 
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gelten.  Läiit  man  ilie  Kadien  der  Kreise  unendlich  abnehmen,  bo 
kann    man   auf  ihnen  mit  immer  wachsender  Annäherung  setzen 

,iy       —       (lr,,\27t  ^^  rj        2nr,^' 
'f^(Ovl)__.l_/±lo„JL\-_L_ 

und  der  Beitrag  der  Kreislinien   zu  dem  Integral  (3j  nähert  sich 

der  (ireuze 

(4)  7v(2,  1)-A'(1,2). 

An  der  Kurve  (>  aber  gilt  die  Gleichung 

A-(„,n"^';/»;-^->-A-(o,2)"^/^i)  =  o. 

da  7v(0,  1)  und  71(0,  2)  als  Funktionen  der  Stelle  0  dieselbe 
der  Grenzbedingungen  (l)  erfüllen.  Somit  reduziert  sich  das 
Integral  (o)  schließlich  auf  die  Differenz  (4)  und  man  findet 

7i(l,2)  =  7i(2,l). 

Nun  sei  die  Aufgabe  vorgelegt,  die  Wärmeleitung  in  der 
Fläche  6  oder  die  Schwingungen  der  als  Membran  gedachten 
Fläche  6  zu  untersuchen.  Dann  hat  man  für  die  Temperatur  im 
ersten  Falle  die  Gleichung 

du 

für  die  Verrückung  im  zweiten  Falle 

wobei  li^  eine  Konstante  bedeutet,  und  es  ist  eine  der  lland- 
bedingungen  ^j  ^^ 

Ti  r-T  0,      — +  '"'  ^  '"*      (^'  >  '*) 

vorgeschrieben;  der  Fall  h  =  0,  in  dem  das  Iiaudgebiet  adiatherman 
bedeckt  ist,  erfordert  besondere  Methoden  nach  Analogie  des  ;;  lö 
und  werde  zunächst  ausgeschlossen. 

Versucht  man,  die  an  die  Größe  n  gestellten  lorderungen 
zu  erfüllen,  indem  man  u  in  ein  Produkt  aus  einem  nur  von  der 
Zeit  und  einem  nur  vom  Punkte  0  abhängigen  Faktor  zerlegt,  so 
ergibt  sich  für  letzteren  die  (ileicliung 

Jq)  \-  X(p  =  0, 
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in    der    A    eine    uubekanute   Konstante   ist,    und   eine   der  Rand- 
bedingungen -^ 

Versteht  man  ferner  unter  K{0^  1)  diejenige  Green  sehe 
Funktion,  die  derselben  Randbedingung  wie  die  Größe  cp  unter- 
liegt, so  gilt  die  Beziehung 

Berücksichtigt  man  daher  die  Gleichung 

und  bildet  das  Integral 

—  ?.\K(0,  \)(pds  =j[K{0,  \)zl(p  —  (pzlK{0,  l)]ds 


=l[Kio,^:;;.-, 


n 


über  das  Gebiet  6  mit  Ausschluß  eines  Kreises  M  um  den  Mittel- 
punkt 1,  indem  man  durch  N  stets  die  äußere  Normale  dieses 
Gebietes  bezeichnet,  so  kann  man  rechts  die  Integration  auf  die 
Kreislinie  Hl  l)eschränken.  Läßt  mau  den  Radius  derselben  ab- 
nehmen, so  erhält  man  die  angenäherten  Gleichungen 

und  in  der  Grenze  erhält  man  aus  der  Gleichung  (f)) 

(6)  ^JK{0,  l)(pO.(ls  =  (p  1, 

womit  die  erwartete  Integralgleichung  abgeleitet  ist. 

Ist  umgekehrt  cp  ü  irgend  eine  im  Gruudgebiet  stetige  Lösung 
dieser  Gleichung,  so  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

Dann  hat  zunächst  der  zweite  Summand  der  rechten  Seite  stetige 
erste  Ableitungen,  da  dies  von  il/((>,  1)  ebenso  wie  von  der 
Greenschen  Funktion  A'(0,  1)  außerhalb  der  sin^uliireu  Stolle 
gilt.  Der  erste  Summand  der  rechten  Seite  hat  aber  ebenfalls 
stetige  erste  A))leituiigen,  da  er  als  logarithmisrhes  Potential 
mit  der  Dichtigkeit  9^0  2;r  angesehen  werden  kann,  die  ersten 
Ableitungen  des  Potentials  aber,  wie  in  i;  .T5  erwähnt  wurde, 
schon  stetig  sind,  wenn  die  Dicht ii^'kcit  mir  als  stetig  vorausgesetzt 
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wird.  Da  somit  die  (JröÜe  (pO  stetige  erste  Ableitungen  besitzt 
kann  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Poissonscbe 
Formel  angewandt  werden,  und  da  offenbar  die  (ileichung 

^1  J/(ü,  1)  =  z/i  71(0,  1)  =  0 

gilt,  erhält  man  aus  der  Gleichung  (7) 

Ji(f  l  =  —  ^-9)1,      J  ip  -\-  ?.  (p  =  0. 

Daß  ferner  die  Funktion  cp  dieselbe  Üandbediugung  erfüllt,  wie  die 
Greeusche  Funktion,  zeigen  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  die  in 
§  35  aogegebene  Form  der  ersten  Ableitungen  des  Potentials  un- 
mittelbar. 

Auf  die  Gleichung  (6)  sind  nun  freilich  die  allgemeinen  im 
ersten  Abschnitt  aufgestellten  Sätze  über  Integralgleichungen  erst 
anzuwenden,  wenn  der  Kern,  der  im  Grundgebiet  unendlich  wird, 
als  brauchbar  unstetig  im  Sinne  des  §  19  nachgewiesen  ist.  Aber 
eine  Haupteigenschaft  der  Eigenfunktionen  ist  leicht  nachzuweisen, 
daß  ncämlich  zwei  zu  verschiedeneu  Eigenwerten  gehörige  zuein- 
ander orthogonal  sind.  In  der  Tat  erfüllen  irgend  zwei  Eigen- 
funktionen die  Differentialgleichungen 

A„  (p„  -\-  ^cp„  =  0,       A,„  (f,„  -\-  J  (pm  =  0; 

aus  diesen  folgt  sofort 

{L,  —  A„)  j  (jp„  (p,„  (Is  -^  j  {(p„  ^  (p„,  —  (p,„  J  (p„)  ds  =  0. 

Formt  man  das  letzte  Integral  nach  dem  Greenschen  Satze  um 
und  bedenkt,  daß  wegen  der  allen  Eigenfunktionen  gemeinsamen 
Randbedingung  die  Gleichung 

<f  (Pm  (l  fpH        rt 

<Pn'^j^r--<Pm^y   =  0 

gilt,  so  folgt 

(8)  (A„.  —  A„)f9,,.<rr.'/>-  =^  0, 

und,  da  A„,  —  P.„  nicht  verschwindet, 

womit  das  Hehauptete  bewiesen  ist. 

Hieraus  k.inn  man  weiter  ableiten,  daß  die  Eigenwerte  reell 
und  positiv  sein  müssen.     Denn  die  Greeusche  Formel   ist  auch 
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auf  komplexe  Werte  der  KunktioDen  des  Ortes  anzuwendeu,  wie 
die  Identität 

^ds[{(p  +  0 0 -^C«^'  +  ^0  —  (^-\-  ^i^i)^{(p  +  O i)] 

-{-i\ds{(pJW—WJ(p)  -f  ?•  |\/s(«I>z;t^  — t/^-JO)) 

zeigt  in  Verbindung  mit  derjenigen,  die  entsteht,  wenn  mau  <ls  und 
J  durch  dl  und  (/  d2\  ersetzt.  Wäre  nun  ein  komplexer  Eigenwert 
vorhanden,  so  wären  auch  die  ihm  und  der  zugehörigen  Eigen- 
funktion konjugierten  Größen  Eigenwert  und  Eigenfunktion;  wendet 
man  auf  die  beiden  Eigenfunktionen  die  obige  Argumentation  an, 
so  erhält  man  wiederum  die  Gleichung  (8),  in  der  cp,,  und  qp,„ 
konjugiert  imaginäre  Größen  sind,  und  A,„  von  A„  verschieden  ist. 
Das  ist  aber  unmöglich,  wenn  die  Eigenfunktionen  nicht  identisch 
verschwinden.     Die  Eigenwerte  sind  also  reell. 

Benutzt  man  endlich  die  aus  der  Gaussischen  Integraltrans- 
formation folgende  Gleichung 

I'4(arT+(li)V.f^-'-'-.l'^^"'' 

indem  mau  für  cp  eine  Eigenfunktion  nimmt,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  -^ 

unmittelbar  '' 

woraus,  da  die  Konstante  h  positiv  ist,  hervorgeht,  daß  A  nicht 
negativ  sein  kann.     Die  Eigen\<*erte  sind  also  positiv. 

Die  ganze  Schlußreihe  dieses  Paragraphen  überträgt  sich 
ohne  weiteres  auf  das  Gebiet  ')i,  indem  man  log  1  ;-oi  überall 
durch  1  Voi  ersetzt. 

?5  37. 
Ouellcnmäliige  Funktionen;  der  ausgeartete  Fall. 

Wenn  /()  eine  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  Gruudgebiet 
stückweise  stetige  Eunktion  des  Ortes  ist,  so  hat  die  Größe 

Fl  =  JA'((),  l)/-0.(/.s- 
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den  Cluirakttr  eiues  Potentials,  ist  also  mit  ihren  ersten  und 
zweiten  Ableituu<,'en  im  Grundf^ebiet  stetig,';  dali  sie  die  Rand- 
bedingung der  Greensclien  Funktion  7v((),  \)  erfüllt,  zeigt  die  in 
§  35  angegebene  Form  der  ersten  Ableitungen  eines  rotential.s. 
Wir  sagen,  7*1  sei  (|uellenmäßig  dargestellt  oder  kurz  quellen- 
mäßig. 

Zerlegt  man  diese  Größe  auf  Grund  der  Gleichung 

A'(<»,  l)=.,^log;^  +  i»/(0.  1), 

-  -f  'Ol 

so  ergeben  die  in  ^  o(J  au  die  Gleichung  (7)  geknüpften  Schlüsse 
J,  Fl  =  J,  f  {-^  log  ^  iU  -  z/.  |\l/(0,  l)/ü../.s 

)  In         /oi 
also,  da  bei  den  vorausgesetzten  Eigenschaften  der  Größe  fO  die 
Poissonsche  Gleichung  angewandt  werden  kann, 

J,F\  =  -f\ 
oder,  was  dasselbe  bedeutet, 

JFO  =  —fO. 

Jetzt  sei  O  eine  im  Grundgebiet  stetige  Funktion  des  Ortes, 
die  stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  und  dritte  Ab- 
leitungen besitzt  und  die  Randbedingung  der  Green  sehen  Funk- 
tion A'(0,  1)  erfüllt.     Dann  ist  die  Größe 

mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  Grundgebiet  stückweise  stetig; 
bildet  man  also  mit  ihr  die  oben  eingeführte  Größe  2%  so  findet 

™'^"  JFO  =  -/O,      J{F—0)  =  0 

und  die  Größe  F — O  erfüllt  ebenso  wie  F  und  0  eine  der 
Gleichungen 

F  —  0  =  0,       i.  _(P-|-/,/ll^^?J=  ü. 
Nun  ij;ilt  die  Transformation 

J•-""~^J■'4(By+(^:)1=l^;'^'• 

in  der  x,  y  rechtwinkelige  Koordinaten  bedeuten,  sobald  die 
Größe  H  mit  ilircn  ersten  Ableitungen  stetig  ist,  also  z.  I>.,  wenn 


oder 
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mau    u=  F — O   setzt;    hieraus    folgt    je    nach    der    Form    der 
geltenden  Randbedingung 

also  in  jedem  Falle  für  das  ganze  Grundgebiet  (i 

(2)  0\  =  F 1  =  j  K  ((),  1)  /  0 .  (/  s. 

Eine  Funktion  von  den  für  O  vorausgesetzten  Eigenschaften 

ist  also  quellenmäßig  darstellbar. 

Wie  die  durchgeführten  Betrachtungen  zu   modifizieren  sind, 
wenn  die  Ilandbedingung  die  Form 

1^  =  0 
dN 

hat,  ist  leicht  zu  übersehen.     Man  findet  dann  offenbar  auch 


und  hieraus  mittels  des  Green  sehen  Satzes 

</  gp 

51v 


zJcpds  =  I  ^%(U  =  0, 


also  ^' 

(8)  jq.ds  =  0. 

Um  den  Kern  zu  bestimmen,  setzen  wir  nach  §  15  die  Gleichung 

J  K{0,  1)  =  a 

an,  wobei  a  eine  Konstante  bedeutet;  denn  ein  möglicher  statio- 
närer Zustand  wird  erhalten,  indem  man  die  Temperatur  einer 
belieljigen  Konstanten  gleich  setzt;  an  Singularitäten  werde  von 
der  (irölie  /l(0,  1)  dasselbe  gefordert,  wie  von  der  oben  ebenso 
bezeichneten;  außerdem  kann  die  Gleichung 

I  A'((i,  \)ds  =  0 

angesetzt  werden,  da  in  yv((),  1)  offenbar  eine  additive  Kunstante 
verfügbar  bleibt.  Dann  läßt  sich  die  Größe  yv(Ü,  1)  ganz  ähnlich 
wie  oben  als  symmetrisch  erweisen;  die  Gleichung  (5)  des  §  36 
bleibt  richtig  und  aus  ihr  folgt  wie  dort  ilic  Integralgleichung  (0), 
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da  das  mit  dem  l-aktor  u  behaftete  Glied  der  Gleichung  (3j  zu- 
folge wegfällt.  (i)uelleiim!ißig  darstellbar  ist  ferner  jede  Funktion 
Fo,  die  stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  und  dritt'- 
Ableitungen  besitzt,  die  Randbedingung 

(IN 

erfüllt  und  außerdem  der  Gleichung 

j/'Vs  =  ü 
unterworfen  ist. 

Deutet  man  die  Singularität  der  Funktion  7v  (0,  l)  als  Quelle 
im  Punkte  1,  so  ist  deren  Ergiebigkeit,  wenn  man  über  einen  um 
den  l'unkt   1  besoliriebenen  Kreis  .s{  integriert 

J      dJS       '^'' 

wobei  die  Normale  iS'  nach  dem  Innern  der  Kurve  ,\t  hingerichtet 
ist;  offenbar  kann  man  das  Integral  über  die  Handlinie,  an  der 
die  Gri->ße  ,1^0,^ 

(JN 
verschwindet,  hinzufügen  und  erhält  so  als  Ergiebigkeit 

wobei  rechts  über  das  Gebiet  G'  integriert  wird,  das  vom  Grund- 
gebiet übrig  bleibt^  wenn  die  vom  Kreise  5^  umfaßte  Fläche  aus- 
geschlossen wird;  links  ist  dann  durch  A'  überall  die  äußere 
Normale  dieses  Gebiets  bezeichnet. 

Läßt  man  den  Kreis  ,N{  zusammens<-hrumpfen,  so  t-rhält  man 

rechts  den  Wert  ,•  , 

a  j  (IS. 

Ist  daher  die  Ergiebigkeit  Eins,  so  hat  man  für  a  den  reziproken 
Wert  des  Areals  der  Fläche  6  zu  setzen.  Dann  ist  — A'(0,  1) 
die  stationäre  Temperatur,  die  von  einer  im  Punkte  1  befindlichen 
Quelle  von  der  Ergiebigkeit  —  1  verursacht  wird,  wenn  in  jedem 
Element  der  Fläche  (^  eine  gewisse  konstante  Wärmemenge  etwa 
durch  einen  galvanischen  Strom  als  .loulesche  Wärme  erzeugt 
wird. 


1 5(;  Fünfter  Abschnitt.  §  38. 

Die  Existenz  der  Greenschen  Funktion  ist  hier  wie  im  Falle 
des  vorigen  Paragraphen  zunächst  noch  zweifelhaft;  sie  wird  in 
den  Einzelfällen,  die  wir  betrachten,  durch  besondere  Entwick- 
lungen erwiesen,  kann  aber  natürlich  auch  aus  den  allgemeinen 
Existenztheoremen  der  Potentialtheorie  erschlossen  werden,  die 
wir  im  siebenten  Abschnitt  beweisen  wollen. 

Endlich  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  daß  auch  die 
Entwicklungen  dieses  Paragraphen  auf  das  räumliche  Problem 
übertragen  werden  können,  indem  man  die  räumlichen  Greenschen 
Funktionen  benutzt  und  beim  Integrieren  an  Stelle  des  Kreises  .Q' 
eine  Kugel  aus  dem  Grundgebiete  ausschließt. 

;J  38. 

Eigen!unktionen  und  Greensche  Funktion  des  Rechtecks  als 
schwingender  Membran  oder  wärmeleitender  Platte. 

Das  Randwertproblem  des  §  36  ist  für  das  Rechteck  als 
Grundgebiet  leicht  zu  lösen.  Wir  betrachten  den  Fall,  daß  die 
gesuchte  Funktion  auf  dem  Umfange  verschwindet,  wie  es  bei 
einer  schwingenden  Membran  selbstverständlich  ist;  bei  der  wärme- 
leitenden Platte  gilt  diese  Annahme,  wenn  der  Umfang  auf  der 
konstanten  Temperatur  Null  gehalten  wird.  Das  Grundgebiet  sei 
begrenzt  von  den  (jleraden: 

X  :=  0,  X  =  b^ 

ij  =  0,  y  =  c. 

Man  fordert  dann  die  folgenden  Gleichungen : 

zJ(f  -I-  A<jp  =  0,     (jp(0,  y)  =  (p{b,y)  =  q  {x,  0)  =  cp{x,  c)  =  0; 
diese  werden  durch  die  Annahme 

.     niJix   .    im  II 
Q}  =:  sin      ,      sin  -    ■ 
^     .  0  c 

erfüllt,  wenn  ;u  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind;  als  zugehöriger 
Eigenwert  ergibt  sich  /^^ja       ^^^ 

^■■•"  =  ""(/,-^  +  <0- 

Integriert  man  das  Quadrat  des  Ausdrucks  tp  über  das  Grund- 
gebiet, so  erhält  man 


h  je- 
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als  normierte  Eigenfunktionen  können  also  die  Ausdrücke 

2  inxx    .     nnii 

q:mn^  =  -f-sin      ,      sin 

gelten,  indem  wir,  wie  bisher,  durch  0  den  Tunkt  mit  den  Koor- 
dinaten jf,  y  ohne  Zeiger  bezeichnen.  Daß  dies  System  von  Eigen- 
funktionen vollständig  ist,  stellt  sich  im  Laufe  der  Untersuchung 
heraus,  und  zwai-  dadurch,  dali  sich  die  bilineare  Summe 

niTZu:    .    11711/    .    viTiXt    .    nnif, 
1,»  ^  ,  .    i,=o  sm     ,    -  sm — ^  8in      ,      8in — ' 

2  ymn tJ.ywini   _   X^  - - ^ 


in,  II 


/m2       )iS\ 


die  wir  auch  durch  S  bezeichnen  wollen,  der  in  Jj  36  definierten 
Green  sehen  Funktion  KH)^  1)  gleich  erweist. 

Um   diese  Summation   in   einer  gewissen  Folge   der  Glieder 
durchzuführen,  gehen  wir  von  der  Fourierschen  Entwicklung 

n(5o']fia    1  "^  ( — l)*'C08va 


^    '  '2  ji  P\n  II  TT  9.  /i2    '    ^ 


2  u  3 in  u  T         2  u2       ^^^       v-  +  u- 

aus,  die,  wenn  u  eine  beliebige  reelle  Konstante  bedeutet,  in  dem 
Intervall  :t  <  «  <  n- 

gilt,    und    summieren    mit    ihrer    Hilfe    einen    Bestandteil    der 
biliuearen  Summe: 

,,.  sin  i^  sin  !i^^-^'         ...  C09"-''(^-y'> 

(2)  2  2— "-^^^=S 


"■  +  \.t)         "    "■  +  U) 


1,00  cos ^''      "^  '         ],«    (— l)"cos  —  {y  —  y\-\-ii) 

"    "'  +  Kr)  "■  +  ( A ) 


»TT 


1,0=  (—1)"  cos  —  (»/  +  Vi  —  c^ 

—  X"  '       ^ 


.  ,   /nic\- 

"•  +  (ir) 


Hier  kann  die  zweite  Summe  stets  durch  die  Formel  (1) 
summiert  werden,  da  die  Größen  »/  und  xj^  der  Streckt'  von  0 
bis  c  angehören,  mithin  die  Ungleichung 

—  c  — 
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f^ilt.     Die  erste  Summe  kauii  abor  nur  dann  der  Formel  (IJ  sub- 
sumiert werden,  wenn  y\^y\  denn  nur  dann  ist 

—  c  — 

Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  der  Formel  (1),  iu  der 


nie 


gesetzt  wird,  sofort 


1,00  sm  — ~  sm  — "^  7t  [So]    ,    {c  —  y^  -f  y) 

o  V  ^  C  C  0 


2  mc  ^.    nie 7t 

,.  .  m  7t  ,  . 

7t(io\-^  (c  —  y  —  y,) 

2  mc mcTt 


b     ^"'     h 

und    hieraus    mittels    der   Additionsformeln    der    hyperbolischen 

Funktionen 

1,  X  sin  — -  sin  — -'        71  ©m    ,    (c  —  Vi)  ©in  — , — 

2  >    ^ —  = ;         Vi  >  V- 

"^  .    /nie\^  mc  ^.    mcTt  ^^  —  j 


Da  diese  Grüße  aber  in  //  und  y^  symmetrisch  ist,  so  ergibt  sich 
für  den  Fall  yi  ^  y  sofort  die  weitere  Formel 

.    iiTiu    .    HTtu,  ^.    mit.  .  ^.    niTcy, 

1,0:  sin        -sin — -  ;r e>ui -r-(c —  v)c:?in — ~ 

2    >     :=: ;  II   >   II,. 

-"^-^  ,   /me\^  me  ^.    me7t  — • 

Hiernach    kann    die    bilinearc   Summe    S  bei    der    Annahme 
// ^  ?/i  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 

-    1,«   Sm    ,    (r  — w)ioin      ,'    sm  — ,— sm — r — 
, ,  _  2   ^  b    ^        ^^  b  0 0 

TT  ^  _.    mc7t 

»"  wj  (5in  —, — 
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Diese  Summe  ist  der  reelle  Teil  der  (Iröße 

))I7T  T,    _.      7H-T  If, 

,,.   siii  ^in        '  •  .         . 

,„         2    >.   ■«  '^  ''        {  .     tn:TX  ^.    nt:t(r  — »/) 

1^   ==  -    \  sin      ,      iiii  ,       ^ 

'"  mein  -  , 

0 

)n:tx  ,.  .  mii(c  —  v)l 

die  auf  Gruud  der  Beziehungen  und  Bezeichnungen 

(Hijji;  =  cosxi,       oiiiJ'  =  — Vsin/jr,        s  =z  x  -\-  yi^ 

nc 

Z\  =  -^i  +  Hl  ^  -?!  =  ^1  —  !/i ',  q  —  e     b 

auch  in  den  folgenden  Formen  geschrieben  werden  kann: 

_.  1,  X  sin  -  ,   -  @in  "  ,      cos  -r-  ix  -\-  }  >i  —  i  c) 
W  —  —^  ^  ^ 

7C     -^ 


m'Bxn  — T  — 
h 


niTt 


j     ],x  cos  ^    (x^ -\- y^i) cos -y{x-\-yi—ci) 

71    ^ 


_.    mnc 

'"  m  «m  -^ — 

0 

niTt  .  niTi  . 

1 , X  cos  -T-  (-^1  —  y^ i)  cos  -T-  {x-\-  yi  —  et) 

Tc  ^  ^.    mnc  ' 

"<  m  ii;in  --V— 

0 

mn  mn  . 

1.  X  cos    ,  -  u  +  -s'i  —  i  c)  +  cos  -7—  (^r  —  Zi  —  ic) 

1     -^-^  0  0 

i}i  n  m  n 

.     1.  X  cos  -7-  (^r  -f  i^.  —  ic)  -\-  cos  -^  (e  —  i,  —  i  c) 
1    "^  6  "^  0    ^  '^ 


1      ^,r-|  f/'"  m-T 

=       —   > ,  1 ^  cos  -T--  (^  -f  ^,  —  e  f ) 

m  ^ 

1    -1^       g"'  »<  n- 

H —     >  -, — —r-  cos    ,     (2  —  -"■  —  t  (•) 

1    -1^       <r  mn 

—  y  .  ,  .,  cos    -.-  U  -\-  £i  —  IC) 

m  ' 

1    -1^^        q'"  wn 

.T     -^^  1  —  q^ '"  b     ^  '  ^ 
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^  3'J. 
Summierung  der  erhaltenen  Reihe  und  Verifikation. 

Die  Reihe    11'  läßt   sich   summieren   mittels   einer  schüu  bei 
Jacobi  vorkommenden  Formel 

/i\                1      Q.  /-      \        /i      .^  ^       9'"      cos2wjrÄ 
(1)  log ^0 {V,  q)=  Q-2^  ^-£-^ , 

in  der  (^)  eine  von  v  unabhängige  Größe  bedeutet  und  gesetzt  ist 

^0 (^1  Q)  =  1  —  2  7 cos  2  v.T  -f  2  g* cos 4  r tt  —  2  q' cos  GvTt  ^    •  • 
Die  Reihe  für  log  •O'o  (v,  5)  konvergiert,  wenn 

gesetzt  wird  und  |  und  y]  reelle  Grüßen  sind,  unter  der  Voraus- 
setzung 

logg 


(2)  \v\< 

die 


2.T       ' 

die  erfüllt  ist,  wenn  für  v  eine  der  Größen 


26        '  26         ' 

also  für  7]  eine  der  Größen 

y  ±yi  —  c 
1h 
gesetzt  und  die  Annahme  y  >»  y^  festgehalten  wird.     Denn  es  ist 
zu  setzen  ^^„^  ^  ^  ^ 

die  Größen  y  und  y^  aber  liegen  in  der  Strecke  von  0  bis  c. 

Bleibt  ferner  die  Differenz  y  —  y^  über  einer  festen  positiven 
Grenze,  so  gilt  dasselbe  von  der  Differenz  beider  Seiten  der  Un- 
gleichung (2)  und  die  Reihe  logi>o?',  mit  den  Argumenten  (3) 
genommen,  konvergiert  gleichmäßig.  Offenbar  konvergiert  die 
Reihe  (1)  gleichmäßig  in  jedem  Gebiete,  in  dem  mindestens  eine 
der  Stellen  0  und  1  vom  Rande  um  mehr  als  ein  festes  endliches 
Wegstück  entfernt  bleibt. 

Hiernach  kann  man  setzen 

,^  1     ,      '^»  V~~2y— ; '^°  V        2h         ) 

]K=_         log         -;--- r_1 

'^'\        2h         J'^ol, 27^ ) 
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oder,  indem  mau  die  Formeln 

benutzt,  (t±ll\  s,  (^  -  ~^^\ 


-'(:-t^Mu-') 


uud  es  ist  leicht  zu  übersehen,  daß  die  Größe 

7v(0,  1)=.  9tcir, 
gleichviel  ob  die  bisher  geltende  Annahme  //  >•  y,  festgehalten  wird 
oder  nicht,  die  gesuchte  (ireensche  Funktion  des  Grundgebietes  ist. 
Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  davon  aus,  daß  die  Funktion 
Ä'(0,  1)  verschwindet,  wenn  der  Punkt  0  auf  dem  Rande  des 
Grundgebietes  liegt.     Setzt  man  z.  B.  ?/  =  0,  so  ist 

2n     '^       /x-\-Xi-{-y^i\       /x  —  Xi  —  y 


/x -\- x^ -\- y^i\       fx-xy  —  y^i\ 


uud  unter  dem  Zeichen  log  steht  der  Quotient  zweier  konjugiert 
komplexer  Größen,  also  eine  Größe  vom  absoluten  Betrage  1, 
deren  Logarithmus  Null  oder  rein  imaginär  ist;  ')ic  IT  verschwindet 
also.     Setzt  man  ferner  x  =  ü,  so  erhält  man 

c.  (yi  +  x,—y^i\       /yi  —  Xi-\-y,i\ 


T^  =  ^  loÄ 


c.  fyi  +  ^i  +  Vi  A  ^  fyi  —  xx—yii\ 


und   unter  dem  Zeichen  log  steht  wiederum  eine  Größe  vom  ab- 
soluten Betrage  1. 

Vermehrt  man  ferner  in  dem  Ausdruck  IT  die  Größe  .:  um 
b  oder  ci,  d.  h.  x  um  b  oder  y  um  c,  so  erhält  man  aus  den 
Formeln,  die  die  vier  Funktionen  d'  ineinander  überführen 


Tr(^  +  6)  =  ,^-^-log 


\V{z+ic)  =  ^^\og 


Kucsor,   Intcgralglei<.-liunK<*n.     3.  AuH.  JJ 
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Aus  fliesen  Gleichungen  folgt  wie  oben,  daß  der  reelle  Teil  der 
(Irüljeu  W{z-\-b),  W{^-\-ic)  verschwindet,  wenn  man  ./•  =  0 
oder  y  =  0  setzt;  das  bedeutet  aber,  daß  die  Größen  ''Mc  W  ver- 
schwinden, wenn  man  x  =  h  oder  //  =  c  setzt,  womit  die  aus- 
gesproclieiie  lk'haui)tung,  A'(0,  1)  verschwinde,  wenn  der  Punkt  0 
dem  Ilande  des  Grundgebietes  angehört,  vollständig  erwiesen  ist. 
Was  ferner  die  Singularität  der  Größe  ^"(0,  1)  betrifft,  die 
auftritt,  wenn  die  Punkte  0  und  1  zusammenrücken,  so  sieht  man 
zunächst,  daß  die  Größe    W  unendlich  winl  wie 

-2li '"«<"- ■•"■>• 
d.  h.  sich  von  dieser  Größe  um  eine  an  der  Stelle  <?  =  ^j  reguläre 
analytische  Funktion  von  z  unterscheidet.    Nun  gilt  die  Gleichung 

die  Größe  A'(0,  1)  =  SieTF  hat  also  genau  die  von  der  Greenschen 
Funktion  geforderte  Singularität. 

Endlich  ist  ohne  weiteres   klar,   daß  die  Größe  iv(0,  1)  als 
reeller  Teil  einer  analytischen  Funktion  die  Laplacesche  Gleichung 

z/A:(0,  1)  =  0 
erfüllt;  hieraus  und  aus  den  abgeleiteten  Singularitäten  und  Rand- 
eigenschaften folgt  nach  v^  36  die  Symmetriegleichung 

7v(0,  1)  =  X(1,Ü) 
uud  damit  aucii  die  Gleichung 

z/,Z(0,  1)  =  0. 
Hiermit    ist   die   Größe  iiL(0,l)   endgültig    als    die   gesuchte 
Green  seile  Funktion  nachgewiesen  uud  die  allgemeinen  Sätze  des 
?j  36   zeigen,    daß    die    Funktionen    (p,„„    Lösungen    der   Integral- 

S'^i'^'"'"8  ^,„„1.-  A Jä(0,1),,,„„0.,/. 

sind.  ^* 

Die  für  diese  Größe  geltende  Darstellung  duicli  die  biliiioare 
Doppelreihe  „,      ^^.    „,      i 

ist  zunächst  in  jedem  Gebiete  gleichmäßig  konvergent,  in  dem  die 
Differenz  y  —  //,  über  einer  festen  positiven  Grenze  verbleibt. 
Denn  unter  dieser  Voraussetzung  kuiivcrgioron  die  aus  der 
Formel    (1)    abgeleiteten    Simmicn    gleichmäßig,    wie    bei    dieser 
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schon  bemerkt  ist;  dasselbe  gilt  stets  vou  den  Suninien  (2)  des 
i:i  oS,  die  auch  bezüglich  der  Zahl  m  gleichmäUig  konvergieren. 
Stellt  man  daher  die  bilineare  Reihe  mit  leicht  verständlicher 
Symbolik  durch  die   Doppelsumme 

1,    f  1,    X     1,    X 

^1    ^^  r»!    ^1    ^  1    ■'*  »1  II 

i/i  m         II 

dar,  so  kann  zuuiiciist  die  links  stehende  Reihe  mit  vorgeschrie- 
benem Grade  der  Cienauigkeit  durch 

1,  ni^ 
m 

ersetzt  werden,  woi)ei  m^  durch  den  Genauigkeitsgrad  bestimmt 
ist,  und  ohne  die  erreichte  Genauigkeit  wieder  zu  vermindern, 
vergrößert  werden  darf.  Sodauu  kann  in  jedem  dieser  m-^  Glieder 
für  7>,„  die  Summe  i,ni 

2^1 

11 

gesetzt  und  n,  so  gewählt  werden,  daß  die  Differenz 

1.  111]  li»"l    l,"! 

m  m        n 

unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze  liegt  und,  wenn  «i  vergrößert 
wird,  liegen  bleibt.  Damit  ist  erreicht,  daß  für  das  ganze  be- 
trachtete Gebiet  die  Differenz  der  Größen 

1 ,  (B  1 ,  ni  l  1 ,  ri  I 

^j  -^m ?        ^  1    ^  1  "•l m II 
III  m        n 

absolut  genommen  unter  der  Summe  zweier  vorgeschriebenen  posi- 
tiven Größen  liegt,  also  gleichmäßig  klein  bleibt.  Die  biliueare 
Reihe  konvergiert  also  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet,  indem  die 
Differenz  \j  —  ij^  über  einer  positiven  Grenze  verbleibt. 

Da  nun  die  Formeln  (2)  des  §  38  in  den  Stellen  0  und  1 
symmetrisch  sind,  kann  man  eine  der  durchgeführten  völlig  ana- 
loge Schlußreihe  für  den  Kall  //  <!  Vi  entwickeln  und  aus  dieser 
insbesondere  das  Korollar  ableiten,  daß  auch,  wenn  die  Differenz 
//i  —  .'/  über  einer  positiven  Schranke  verbleibt,  die  bilineare 
Reihe  gleichmäßig  konvergiert. 

Weiter  ist  aus  der  Gestalt  der  Eigenfunktionen  ersichtlich, 
daß  die  Variablen  x  und  \j  keine  wesentlich  verschiedene  Rolle 
spielen;  die  bilineare  Reihe  konvergiert  also  auch  gleichmäßig, 
wenn  eine  der  Differenzen  x  —  r,  und  r,  — x  über  einer  positiven 
Grenze  verbleibt.     Da   in    allen    endlichen  Reihen,   die  die  Größe 

11* 
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A'(0,  1)  mit  gleichinäliiger  Genauigkeit  darstellen,  die  Zableu 
w<„  «1  und  die  ihnen  analogen  vergrößert  werden  dürfen,  schließt 
man  aus  den  erhaltenen  Resultaten  leicht,  daß  die  bilineare 
Reihe  in  jedem  Gebiet  gleichmäßig  konvergiert,  in  dem  der  Ab- 
stand der  Stelle  0  von  der  festen  Stelle  1  über  einer  positiven 
Grenze  bleibt. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  auch,  wie  man  leicht  sieht,  für 
die  Reihen,  die  aus  den  unter  (l)  und  in  Ji  oS  unter  (1)  angeführten 
entstehen,  indem  man  gliedweise  differenziert;  handelt  es  sich 
doch  um  analytische  Funktionen,  die  im  Konvergenzgebiete  der 
Reihen  regulär  sind.  Daraus  folgt,  daß  die  liilineare  Reihe  in 
Gebieten  der  bezeichneten  Art  gliedweise  differenziert  werden  darf. 

§  40. 
Überblick  über  einige  verwandte  Fälle. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Methode  lassen 
sich  noch  einige  ähnliche  Aufgaben  behandeln,  bei  denen  nur  die 
Randbedingungen  andere  sind. 

Es  seien  zunächst  die  Seiten  y  =  0  und  y  =  c  auf  der 
Temperatur  Null  gehalten,  die  anderen  beiden  Seiten  adiatherman 
bedeckt.     Dann  gelten   für  die  Eigenfunktioneu  die  Bedingungen 

öx  I  öx 

und  man  findet  die  normierten  Ausdrücke 

2  mnx    .     11711/  1       .     HTcti 

<3Pm,.0  =  cos  sin        ■  ,     (pon=       -  sin     — '^, 

|/6r  '^  ^  \bc  c 

zu  denen  die  Eigenwerte 

gehören.     Man  erhält  also  folgende  bilineare  Formel: 

.    rntu   .    nm/, 
^  1.  OD  sin  — -  sin 

•A-(0,1)=^V ?-.  ' 

r- 

viTix        mnx,    .     nnif    .     iitti/. 
.  1,  r    1,  X  cos     ,      cos      ,       sin        •   sin 
4  ^  ^;^-l  /'  I) r  r 

III  II —    -L. 

h*     ^     c« 
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und  vermittelst  der  oben  gebrauchten  Formeln,  indem  man  nach 
/(  summiert,  für  //  "^-  Vi 

2  1, »  cos  —^-  cos      1^      ^in    ^    {c-y)  «in  —— 

'^  n  ^  ^.    mnc 

'"  m  ©m  — i — 

und    für   y  •<  //i    den  Ausdruck,    der   aus   dem    hingeschriebenen 
entsteht,  indem  man  {x,  y)  und  (j^i,  yO  vertauscht. 
Hieraus  folgt  weiter  wie  oben 


A'(0,  1)  -=  yfc 


und  in  der  0-- Funktion  ist  wiederum  ij  =  e     ''zu  setzen. 

LäUt  man  ferner  drei  Seiten  des  Rechtecks  adiathermau 
bedeckt  sein  und  hält  die  Seite  x  =  0  auf  der  Temperatur  Null, 
so  haben  die  Eigenfunktionen  die  Gestalt 

/  l\  7CX        nny 

const.  cos  [m  —    ,  )  -f-  cos  — - , 
V  2/6  c 

und  für  die  Greensche  Funktion  findet  man 

"^  ■" "' *^.  (^) 'M^-rrO  *■  c  4V-) '^^  c-#) 

Hält  man  umgekehrt  drei  Seiten  des  Rechtecks  auf  der  Tem- 
peratur Null,  während  die  Seite  ./•  =  0  adiatherman  bedeckt  wird, 
so  haben  die  Eigenfunktionen  die  Form 

('"  -  \) 

und  man  tindt-t  die  Greensche  Funktion 

"  '°'■M^V■)'^•(-7/■)*■r■^*'V■("a■)' 


,  1  \  -Tj*    .     nny 

const.  cos  [m  —  ^  1    i,    ^m  — ^ . 
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in  diesem  und  dem  vorigen  Falle  ist  zu  setzen 

nc 

q  =  e~^  K 
Sind  endlich  die  zusammenstoüenden  Seiten  x  =  0  und  f/  =  (> 
adiatherman  bedeckt,  die  anderen  Seiten  auf  der  Temperatur  Null, 
so  sind  die  Eigeufunktionen 

const.  cos  (in  -  i)  "^^  cos  («  -  i)^ 

und  der  Kern  ist,  wenn  q  denselben  Wert  hat  wie  in  den  beiden 
vorigen  Fällen,  der  reelle  Teil  des  Ausdrucks 

in  welchem  drei  Glieder  hinzuzufügen  sind,  die  aus  dem  hin- 
geschriebenen entstehen,  wenn  man  ^ -f  ^i  durch  einen  der  Aus- 
drücke 2  —  ^1 ,  2-^-^1,  z  — ^  ^  1  ersetzt. 

Auch  hier  ist  es  leicht,  die  Gleichungen 

z/o 7^(0,  1)  =  z/i  /v(0,  1)  =  0 
zu    verifizieren    und    die    Singularität    der    Größe  Ä'(0,  1)    als 
Funktion  der  Stelle  0  an  der  Stelle  1  zu  erkennen. 

Ebenso  läßt  sich  aber  auch  der  ausgeartete  Fall  behandeln, 
daß  alle  Seiten  des  Rechtecks  adiatherman  bedeckt  sind.  Die 
Eigenfunktionen  sind 

2  miix         tiTty       .  „  /m^    ,    »j2\ 

^'""  =  v^ '°'  b  '"« ~r '  ^'""  =  ^  \¥  +  7^ ' 

wobei  einer  der  Werte  m  und  n  verschwinden  darf,  nicht  aber  beide 
zugleich;  die  Konstante  kann  zwar  als  Lösung  der  Randwert- 
aufgabe angesehen  werden,  erfüllt  aber  nachher  nicht  dieselbe 
Integralgleichung  wie  die  anderen  Größen  y,„„. 

Mit  diesen  Ausdrücken  erhält  man  folgende  bilineare  Reihe: 

niTTX  UlTCX,  HTty  nTTI/, 

,    1,  er  cos      ,      cos      ,  ,1.«  cos  -    •  cos 

.  __    1   '^  b 0_  1    -sr»  c £ 

^M().  1)   -  ^^^  2j  "  ni^„2  -  +  i,c2^  n»7r* 

nin.r         ditix,         nTTi/         n^i/i 
,,     1,  »     1,  oc    008  —  r—  cos  — i —  COS 008  =- 

+  1^^ * 
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uüd  mittels  der  früher  benutzten  Hilfsmittel  erhält  m.m  bis  auf 
einen  konstanten  Suniniaiiden,  der  weggelassen  ist, 

-  -L  «''»="  ['^-  (SV')  '^.  (^)  *■  c  t:')  *■  e-i.^')  j- 

Offenbar  gelten  die  Gleichungen 

z/oÄ'(0,  l)-^^^  =  0• 
^,  A((>,  1)       /^, --0; 

aus  ihnen  geht,  da  bc  die  Fläche  des  Grundgebietes  ist,  nach 
einer  in  §  37  gemachten  l^emerkung  hervor,  daß  —  K{0,  1)  als 
Temperatur  von  einer  Wärmequelle  von  der  Ergiebigkeit  —  1 
herrührt,  wenn  gleichzeitig  im  Grundgebiet  überall  eine  für  die 
riächeneinheit  konstante  Wärmemenge  erzeugt  wird. 

Die  Formeln,  mit  denen  in  allen  diesen  Fällen  die  Summation 
der  doppelt  uuendliclien  Reihen  gelingt,  sind  außer  den  in  §  88 
benutzten  die  folgenden: 

-^^  cos  H  (:r  —  a)  1      ,      :r^'ojua       .  ^       ^    ,       \ 

^      n^-f/iiä  2^=!  ^  2ft3in.a;r'  ^  ^      ^  ^' 

1,«  /o         ,s  n-3in,u  (-r  — «) 

^i;:-,  cos(2n  —  1)«  '    \2  /        ti^  ^     ^    \ 

S  (ili^-F^  =  — — TT^-i- •     ("<«<") 

!^        g2n-i        cos(2n-l)7r.-        ,      ^'Vv 

^'  \V 

"V      ^^ "  ~'      ^n  (2n  —  1 )  -T  c 
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§41. 
Qreensche  Funktionen  auf  der  Kreisfläche. 

Durch  Aufbau  aus  den  Kleinenteii  mittels  der  bilinearen  Reihe 
lassen  sich  auch  die  Greensciien  Funktionen  für  die  KreisHäche 
vom  Radius  Eins  einschließlich  des  ausgearteten  Falles  bestimmen; 
die  Stelle  der  beim  Rechteck  benutzten  Formeln  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  vertreten  hier  die  bilinearen  Formeln 
des  i^  o2. 

Transformiert  man  die  Fouriersche  Differentialgleichung 

et 
in  l'olarkoordinaten,  und  führt,  wie  in  i;  3G,  die  Grenzbedingung 


-j-^r  +  Hu  =  0 

ein,  so  sieht  man  leicht,  daß  die  Eigenfunktionen 

Jm  {q  t')  cos  m  0,       Jm  {q  r)  sin  m  H 
sind,  wobei  J,„  die  Besselsche  Funktion  mter  Ordnung,   m  eine 
nicht   negative   ganze  Zahl   bedeutet  und  die  Konstante  q  durch 
die  Gleichung  ^  J;,.  p  +  7M„  ^  =  0 

definiert  ist.     Der  Fall  U  =  oo  bedeutet  natürlich 

JmQ    ■=   0. 

Die  zugehörigen  Eigenwerte  sind  die  0=2. Werte  4»^  so  daß  man 
sich  auf  die  positiven  Wurzeln  beschränken  kann.  Um  die  Eigen- 
funktionen zu  normieren,  braucht  man  die  über  die  KreisHäche 
erstreckten  Integrale 

P„,  „  =  J  fZ  s  J,„  {q  r)2  0082  m  d 

jPmn  =  ps/,„(()r)2sin2m0; 

da  r/s  :---  nlrdO^  so  findet  man  leicht 

1 
Po„  =  -  TT  J  « '/o  (po „  «)2  f/  a, 

0 

1 

J'mn         ^'mn    --    ^J  «'Am  (t>m ««)'-(/«,       (»t  >  0). 

II 

Die  bilineare  Reihe  unseres  Troblems  hat  daher  folgende  Forni: 
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In  diesem  Ausdruck  kann  jede  der  Suminationeii  Dach  u  aus- 
geführt werden,  indem  man  r  und  r,  durcli  \ j:  und  \ji  ersetzt 
und  nach  {5  o2  die  dort  ein^'eführten  (Jrecnschen  P'unktiuneu 
in   die  bilineare  Reihe  entwickelt;  man  erhält,  indem  man  unter 

s  die  kleinere  der  (irüLlen  —  und  -i  versteht,  bei  der  Annahme 

r,  r 

H>  0 

;r  A'(0,  1) 

(0  1  1,      rr^    ,    ^cosm(^y  — ^^)f^,„  ,  m  —  H^ 

•2  II 


1  1      ^»"i    ,    'sr^  cos  m  (^y  —  ^^ )  r  ,„  ,  m  —  H  ] 

-  loff        +   >  -:  -      s'"  -^ — ,,  (r  r,)'"   , 


für  den  Fall  //  =  0  aber 

tA'(0,  1) 

Die    hier   erscheinenden   Reihen   summiert    mau    mittels   der 
Formeln 

a"'cos»tp 


log  Vi  — 2acos/3-|-a2  =^2  " 


7n 


-^    />t  -J-  //  V  j     1  —  »t;  / 

und  findet  bei  positiven  Werten  von  // 


^^^*''  '^  =  2VlI-^'2.  ^"^'  y -,.,^_  o,,,eos(//^ÖT^ 

(ö— «1)1 
rrj  e 


;r 

wobei  das  letzte  Glied  wegzulassen  ist,  wenn  H  =  00  gesetzt 
wird.  In  diesem  Falle  erhält  man  die  in  der  Theorie  des  loga- 
rithmischen Potentials  erscheinende  Greensche  Funktion  der 
Kreistläche  in  bekannter  Form.  In  jedem  Falle  verifiziert  man 
leicht  die  Gleichungen 

z/,  7v(0,  1)^0. 
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Wenn  7/     -  0  aDgenommeu  wird,  ergibt  sich  ebenso 
A'(0,  1)  =  -  g'^  -f  '''^J-^  -  ./-  log  Vi  -  2  rr,  cos  (Ö-Ö0fr=^'? 

-  ^  log  VV?-'^r/-,eos(^/-/y,)+~^, 
uud  man  erhält  die  Differentialgleichungen 

z/o  Z(0,  1)  -  ^  =  0,        ^1  K{0,  1)  -  ^  .=  0, 

die,  da  rr  die  Flüche  des  Grundgebietes  bedeutet,  unter  die  in 
§  37  besonders  hervorgehobene  Form  fallen.  Daher  ist  — K{0^  1) 
die  stationäre  Temperatur,  die  von  einer  Quelle  von  der  Ergiebig- 
keit —  1  im  Punkte  1  herrührt,  wenn  gleichzeitig  auf  dem  Grund- 
gebiet für  jede  Flächen-  und  Zeiteinheit  eine  konstante  Wärme- 
menge, etwa  als  Joule  sehe  Wärme  eines  galvanischen  Stroms, 
erzeugt  wird. 

Die  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  auftretenden  Reihen  kon- 
vergieren übrigens  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet  der  Variablen, 
für  das  der  Abstand  der  Punkte  0  und  1  über  einer  festen 
Grenze  bleibt;  denn  die  Reihen 

2«'"  cos  m  ß  -^  «'"  cos  )n  ß 

können  als  reelle  Teile  analytischer  Funktionen  aufgefaßt  werden, 
die  regulär  sind,  solange  «  von  I  oder  ß  von  Null  verschieden 
ist  und  «  den  Wert  1  nicht  überschreitet.  Hieraus  folgt  auch, 
daß  in  solchen  Gebieten  die  Reihen  gliedweise  differenziert  werden 
können.  Da  ferner  auch  die  in  i;  IV2  aufgestellten  bilinearen 
Entwicklungen  jedenfalls  in  einem  Gebiet,  in  dem  r  uud  r,  nicht 
beide  unendlich  klein  werden  können,  gleichmäßig  konvergieren 
und  gliedweise  differenziert  werden  können,  so  konvergiert  die 
bilineare  Reihe 

-s;-^  5pmnO.<P„,„  1 
m,n 

in  der  Tat  gleichmäßig  in  einem  Gebiet,  in  dem  der  Abstand  der 
Punkte  0  und  1  über  einer  festen  (^ireiizo  bleibt,  und  kann  in 
•lif'scm  Gebiet  gliedweise  difterenziert   werden. 
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§  42. 
Die  Qreensche  Funktion  auf  der  Kugelfläclic. 

Schreibt    man    die    Kuuri  ersehe    Diftereütiul^leichuug    der 
Wärmebewegung  im  Kaume 

in  räumlichen  l'olarkoordinaten,  die  mit  den  rechtwinkligen  r,  //,  z 
durch  die  Gleichungen 

X  =  rcosd, 

y  =  rsin^ycosw, 

£■  =  rsin^^sinoj 
verbunden  sind,  so  ergibt  sich  bekanntlich  die  Gleichung 


^  =  "^  f  ^-  ('r^  ^-"^  4-    -l-    ^-  f sin n  ^^  ^      ^ 


Nehmen  wir  an,  u  sei  von  r  unabhängig,  so  erhalten  wir  eine 
Temperaturvei-teilung,  bei  der  keine  Wärme  in  radialer  Richtung 
nach  dem  Koordinatenanfangspunkte  hin  oder  von  ihm  wegfließt; 
innerhalb  einer  unendlich  dünnen  Kugelschicht  mit  dem  Zentrum 
r  =  0  bewegt  sich  die  Wärme  also  gerade  so,  wie  wenn  die 
Schicht  von  innen  und  außen  adiatherman  bedeckt  wäre.  Die 
Temperatur  in  einer  solchen  Schicht  oder  auf  einer  isoliert  ge- 
dachten Kugeloberfläche  vom  Radius  1  und  dem  Mittelpunkte 
r  =  0  erfüllt  also  die  Differentialgleichung 

du,  _    J_J c_/.    ,.  9«\  ,       1      c^u\ 

8«  ~"  "   Isin  0  dO  V^^    'diu  ^  sin^/y  owa) ' 

deren  rechte  Seite  wir  auch  durch  a^Ju  l)ezeichnen  wollen. 
Nach  der  klassischen  Methode  setzt  man 

"  —'•''''    ao,  —  öh  —  <)/""'* 
und  flndot,  indem  A  eine  unbekannte  Konstante  bedeutet, 

1      d   /  .      d*P\  1     c^<^ 

(1)  .J0-fAO=.O,  .  „  A^^riU^.  \-\-  .  ^/^  ,, +  A0  =  O. 
^  '  sn\Ocll\  cd/      am^Odoi- 

Dabei  ist  A  so  zu  bestimmen,  daß  '/'  eine  auf  tUr  Kugelfläche 
überall  endliche,  stetig  und  eindeutig  bestimmte  Funktion  des 
Ortes  wird. 
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Aus  dieser  Forderung  ergibt  sich  zunächst 

^-      da  =  0; 

J  dto- 

0 

integriert  man  also  die  Gleichung  (1)  nach  w  und  setzt 

0 

so  findet  man  die  Gleichung 

1      d    /  .      dW^ 


A(sin«^^)  +  ;..i^=0, 


sin Ü  ((in  d II  / 

und  diese  muß  eine  für  0  =  0  und  II  =  tt  endliche  Lösung  be- 
sitzen. Das  ist  aber  genau  wieder  das  Randwertproblem  des  §  33, 
und  man  tindet  sofort 

A  =  n(H+l), 

wobei  n  wie  immer  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Außerdem 
kann  oftenbar  noch  A  =  0  und  die  zugehörige  Funktion  0  einer 
beliebigen  Konstanten  gleichgesetzt  werden. 

Um  nun  zu  einer  Integralgleichung  überzugehen,  bemerken 
wir  zunächst,  daß  für  den  jetzt  durch  Jf  bezeichneten  Ausdruck 
die  Greensche  Gleichung 

(2)  \{fJ^-yJf)ds  =  ^(f^-y^l()dl 

gilt,  wenn  links  über  das  Innere  einer  geschlossenen,  sich  selbst 
nicht  schneidenden  sphärischen  Kurve  (>,  rechts  über  diese  Kurve 
selbst  integriert  und  durch  ,V  die  äußere  Normale  bezeichnet 
wird.  In  der  Tat  ist  ja  der  Ausdruck  .//  nichts  anderes,  als 
der  gewöhnlich  so  bezeichnete  Differentialparameter 

in  dem  nur  r  =  1  gesetzt  und  ausgedrückt  wird,  daß  /"  von  der 
I'olarkoordinate  r  unabhängig  ist.  Man  kann  daher  die  (ireensche 
Gleichung  für  einen  beliebigen   Kaum  in  der  Form 


i'^) 


^^■J,j-.,Jt)dr      -  j(/  ll'i^-ij  py)dö 


ansetzen,  indem  man  durch  ilr  und  ds  Kaum-  uml  Obertläclien- 
element  bezeichnet.  Nimmt  man  das  Integraticmsgebict  begrenzt 
von   zwei  Kugeln  /•  =  const,   von    deren   Kadien   der  eine  kleiner. 
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der  andere  größer  als  Eins  ist,  und  einer  Kegelttäche  mit  der 
Spitze  r  -=  0,  die  durch  die  Kurve  (>  geht,  so  folgt  die  Glei- 
chung (2)  unmittelbar  aus  der  Greenschen  P'orrael  (3),  indem 
man  die  Integrationen  längs  der  Radien  ausführt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  den  gesuchten  Kern 
bestimmen,  und  /war  erklären  wir  ihn  nach  §  37  als  die  statio- 
näre 'rem|)eratur,  die  durch  eine  \Värmequelle  und  eine  in  ji'deni 
Element  des  Gruiidgebietes  auftretende,  für  die  Eiätheii  und 
Zeiteinheit  konstante  Wärmemenge  hervorgerufen  wird.  Wir 
suchen  dann  noch  zu  erreichen,  daß  der  Durchschnittswert  dieser 
Temperatur  im  Gruudgebiet  verschwindet.  Liegt  die  Quelle  speziell 
im  Punkte  II  =  Ü,  so  finden  wir  die  gesuchte  Temperatur  bis 
auf  einen  konstanten  Faktor  in  der  Größe  iv  (.r,  £)  des  >;  38  für 
den  Fall  ^  ;=  1,  also,  wenn  b  und  c  Konstante  bedeuten,  in  dem 
Ausdruck 

b\og(\  —  cos II)  -f  c. 

Hierdurch  wird  man  veranlaßt,  wenn  die  Wärmequelle  im 
Punkte  1  liegt  und  y  oder  genauer  701  der  Winkelabstand  Ol 
ist,  den  Ansatz 

^"(0,  1)  =  61og(l  — cos>')-|-c  =  2  ft  log  sin  |- -(- c -}- Mog  2 

zu  machen;  dabei  ist 

cos  y  =  cos  0  cos l)i  -\-  sin  0  sin  0^  cos  {q:  —  q?,). 

Setzt  man  speziell 

80  folgt  aus  einer  der  (rleichungen  (4)  des  ?;  33 

lK{Oa)dSo  -  0. 

Femer  kann  auf  einem  kleinen,  um  den  Punkt  1  be- 
8chriel)enen  Kreise  S\   im  wesentlichen  gesetzt  werden 

Ä(0,  1)  = -.^Mogy, 

und  wenn  man  diesen  Kreis  als  Grenze  des  außer  ihm  liegenden 
Restes  der  Kugeltiäche  ansieht  und  die  äußere  Normale  dieses 
Gebietes  N  nennt, 

(/A'(0,  1)  _      1 
dN  ~  ~~  2«y  ■ 


II- 
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Versteht  man  daher  uuter  0  eine   beliebige,  in   der   Umgebung 
der  Stelle   1    mit  ihren   Ableitungen   stetige   Funktion   des  Ortes, 
und  integriert  über  den  Kreis  H,  so  ergibt  sich 
dKiO,l)_  d0\  1 

A 

Die  Greensche  Formel,  angewandt  auf  das  bezeichnete 
Restgebiet  ergibt  also,  wenn  man  k  unendlich  abnehmen  läßt, 
in  der  Grenze 

(4)  \{0JK—K^O)ds  =  0\. 

Jetzt  werde  für  0  eine  Lösung  der  Gleichung  (1),  d.  h.  der 
Gleichung  zJ0-\-k0  =  O 

genommen.  Aus  dieser  ergibt  sich  mittels  der  Green  sehen 
F'ormel,  angewandt  auf  O  und  1  und  das  mehrfach  benutzte 
Kestgebiet  als  Integratiousgebiet,  da  das  Linienintegral  ver- 
schwindet, f^^7  n  li'^J  rw 

'  \zJ0ds  =^  0,        Al0rfs  =  O, 

also,  da  A  von  Null  verschieden  genommen  und  die  für  A  =  0 
erhaltene  Lösung  beiseite  gelassen  wird, 

\0ds  =  O. 

Anderseits  findet  man  leicht 

.JÄ(0,l)-±  =  0; 

also  folgt  aus  der  Gleichung  (4)  die  Integralgleichung 

(5)  Ol  =  kJKH\l)0O.ds,       A  =  u(u+1). 

Die  Diskussion  derselben  wird  wesentlich  dadurch  erleichtert, 
daß  nach  der  oben  für  A'(0,  1)  gegebenen  Formel  und  nach  der 
Gleichung  (2)  des  §  34  gesetzt  werden  kann 

(6)  A\(),  1)  =  ./^  2  J|L +\\  i^.^•os7o.), 

wobei  die  Gleichung 

co8>'n,  =  cosOcosOi  -f  sinZ/sin^yi  co8(g)  —  9^1) 
gilt.     Denkt   man    nun   für  einen   Augenblick  den   Funkt  0  =  0 
in  die  Stelle   1   gelegt,  so  geht  die  (iröße  /'„(cos;-,,,)  in  P„(cos^) 
über,   ist  also   Lösung   der   iiegendreschen   Gleichung,    die   als 
spezieller  Fall  der  (ileichung 

J(p  -f  n{n  f   \)fp  -—  0 
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anfj^efalit  wurden  kann.  Diese  ist  aber  vom  Koordinaten.systera 
unabhängig;  mitliin  ist  P„(cosyo,)  eine  ihrer  Lösungen  auch  bei 
beliebiger  Lage  des  Koordinatensystems.  Daraus  folgt  nach  dem, 
was  soeben  gezeigt  ist,  daß  P„(coäy„^)  auch  eine  Lösung  der 
Integralgleichung  (ü)  ist,  die  zu  dem  Eigenwert  «(n  •-  1)  gehört; 
diese  Größe  ist  also  orthogonal  zu  jeder  von  der  Stelle  0  ab- 
hängenden Eigenfunktion  !',„,  die  zu  einem  von  n(n  -  1)  ver- 
schiedenen Eigenwert  »i  (m -\- l)  gehört. 

Multi[iliziert  man  nun  die  Gleichung  (6)  mit  y„„  so  ist  ihre 
rechte  Seite  gliedweise  über  das  Grundgebiet  integrierbar.  Denn 
legt  man  wieder  für  den  Augenblick  den  l'uukt  U  -=  U  in  die 
Stelle  1,  so  kann  mau  zunächst  nach  a  gliedweise  integrieren, 
da  diese  Größe  in  der  Reihe  (6)  gar  nicht  vorkommt.  Dann 
aber  kann  man  aus  den  Entwicklungssätzeu  des  55  '6'6  die  Formel 
+  1  j^^  +1 

Fl  =[Ä'(l,«)/«.r/«  =  V-^^i-.  fp„«./«.rfa 
J  ^n(n+l)J 

_  1  »  _  1 

eutnehmen.  Daraus  folgt,  daß  die  Reihe  (6),  mit  sinlldll  und 
einer  beliebigen  stetigen  Funktion  von  II  multipliziert,  nach  fl 
gliedweise  integriert  werden  kann,  womit  das  Behauptete  be- 
wiesen ist. 

Die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6) 
sind  aber  zu  !'„,  orthogonal,  mit  Ausnahme  des  zu  n  =  m  ge- 
hörigen; somit  fallen  rechts  alle  Glieder  weg  mit  einer  Ausnahme 
und  man  erhält 

m{m-\-l)       J  ^ 


_±    (^^^■^_R^^Y„JUcosn,)ds. 


(7) 

2n  m  (wi  -|- 

Wäre  übrigens  der  Eigenwert,  zu  dem  }„,  gehört,  überhaupt 
nicht  in  der  Form  »«(n-fl)  enthalten,  so  erhielte  man  rechts 
überall  0,  also  die  Gleichung 

J7v(0,  l)y„rfs  =  0, 

so  daß  Y,„  keine  Eigenfunktion  des  Kerns  im  Sinne  der  stets 
geltenden  Detinition  wäre.  Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Zahlen 
» (n -f  1)  die  einzigen  Eigenwerte  der  Integralgleichung  (5)  sind. 
Die  Gleichung  (7)  aber  zeigt,  daß  die  zu  einem  bestimmten 
Eigenwert  gehörigen  Eigenfunktionen  der  Gleichung  (5)  Lösungen 
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einer  besouJerou  lutcgralgleichimg  sind  und  als  solche  alle  zu 
demselben  Eigenwert  gehören.  Der  Kern  dieser  Gleichung  läßt 
sich  nach  einer  elementaren  Formel  aus  der  Theorie  der  Legendre- 
schon  I'olynome,  dem  sogenannten  Additionstheorera  der  Kugel- 
fuuktionen,  in  folgender  Form  darstellen: 

Pm  (cos  Yoi )  =  1\,  X.F^Xi 

+ 2  2  j;;;^|  Kx.p:„x,.cosvi^  -  cp,)- 

dabei  ist  gesetzt 

P,;;  ^  ^  ( 1  _  ^ 2)2  l_lüL^  =  .,i„-  (i ''  ^f"'-i . 
^  ^      dx"  dx'- 

Setzt  man  diesen  Wert  von  P„,  (cos^oi)  ^^  ^^^  spezielle  Inte- 
gralgleichung (7),  so  sieht  man,  daß  1',,,,  <^1-  h.  die  allgemeinste 
zum  Eigenwert  m  {in  -f  1)  gehörende  Eigenfuuktion  der  Glei- 
chung (5),  als  lineares  Aggregat  der  '2  in  -f-  1  Größen 

(8)  PmX,      F,n  X.  sin  V(p^      ]'mX  .COSVCp,      1'   =    1,  2,  ...  >H 

dargestellt  werden  kann.  Diese  sind  sämtlich  spezielle  Größen  !'„,; 
in  der  Gleichung 

01  =  m  {)){  +  1)  I"  00 .  K{i\  \)ds 

gehören  also  zum  Eigenwert  vt  [m -\- \)  genau  2ni-\-l  linear 
unabhängige  Eigenfunktionen,  eben  die  Größen  (8),  die  nur  noch 
nicht  normiert  sind. 

Man  erhält  die  normierten  Funktionen  mittels  der  auf  ele- 
mentarem Wege  aus  der  Legen  dreschen  Difterentialgleichung 
folgenden  (ileichungen 

W'(xYdx-       '^    A'LfJ'l 
jr„{x)  tu  -2„_^i(„_v)l 

—  1 
und  der  bekannten  Formeln 

2/r  2/r 

fcos^i'^rf^  :=  j  sin2  7'(jr  r/9'  =  tt. 

0  ii 

•Man  sieht  aus  diesen  Formeln,  daß  man  sct/oii  kann 
(2w+  1)7^^(008^0,)  _  ';;" 

iTC  '—* 

V 

wenn  7?,,,,,  qr,,,,  ...  g'„,j„  die  zum  Eigenwerte  n{n-\-  1)  gehörigen 
uoi  niicrten  Eigenfunktionen  sind.    Dividieicn  wii-  beiderseits  durch 
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A„  =  n(n-\-  1)  und  suiumiereu  über  die  Werte  n  =  1,  2,  ..,,  bo 
erhalten  wir  die  bilineare  Formel  der  Gleichung  (6)  zufolge  in 
folgender  (Jestalt: 

-^^Li"«(.-cosn,)+.-ior^l  =  2S*;'(^-T,'- 

?;  43. 
Wärmeleitung  in  der  Vollkugel. 

Hei    der  dreidimensionalen   Wärmebewegung   in   einer   Voll- 
kugel gilt  die  Randbedingung 

wobei  N  die  äußere  Normale,  h  eine  positive  Konstante  bedeutet. 
Die  Fouriersche  Differentialgleichung  transformiert  sich  dann 
in  die  schon  in  §  42  gebrauchte  Form 

et 
-  «Ml  /^.^\  .   „1_  A  (sinO  ^U  -^  ^> 

wobei  r,  U,  w  wie  am  augeführten  Orte  die  sphärischen  Polar- 
koordinaten bedeuten.     Setzen  wir 

r  V 
u  =  e-«--^«  r,       — -  =  0, 
dt 

so  ergibt  sich  für  V  die  Gleichung 

JV-\-kV  =  0 
und  die  Randbedingung 

ar 

Substituieren  wir  ferner 

.r  =  cosO,         V  =  liSlS, 
wobei  jeder  Faktor  eine  Funktion  der  durch  den  entsprechenden 
kleinen  Buchstaben  bezeichneten   Variablen  allein  ist,  so  erhält 
man  die  Gleichungen 

dfi    *    r  dr   ^   \  r*       ) 

d^&  dS      /  w»    \ 

('-^'»d.>-2-rfx  +  ("'("'+')-T^>  =  °- 

d^Sl 

Kii<"<i'r,   Iiiti<i.'ral){tt>icbungeii.     2    Aiitl  i  .> 
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wobei  durch  »i  und  n  Konstante  bezeichnet  sind.  Für  diese  aber 
ergibt  sich  leicht,  daß  sie  ganze  Zahlen  sein  müssen,  die  dann 
offenbar  positiv  genommen  werden  können.  Für  n  folgt  dies 
daraus,  daß  Sl  notwendig  nach  dem  Argument  co  die  l'eriode  2  ;r 
haben  muß,  für  m  daraus,  daß  die  zweite  Gleichung,  da  sie  durch 
die  Substitution 

aus  der  Legendreschen  abgeleitet  werden  kann,  nur  dann  ein  an 
den  Stellen  ,/;  =  -^  1  endliches  Integral  besitzt,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  ist.     Dieses  Integral  ist  dann 

"  d"  P    r 
^  ''       dx" 

Da  nun  auch  R  an  der  Stelle  r  =r  0  endlich  sein  muß, 
lehrt  die  für  diese  Grüße  erhaltene  Differentialgleichung,  daß  man 
bis  auf  einen  konstanten  Faktor 

setzen  kann;  die  Eigenwerte  q^  oder  A  werden  durch  die  Gleichung 

'I^^hr'''  =0,   eJ;„  +  .,(p)  +  (/t-i)/„.+.,(())  =  o 

bestimmt,  und  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung  mögen  durch 
A„, +  I2,  1,  ^m  +  y.,  2,  •  •  •  bezeichnet  werden.  Die  Wurzel  A  =  0  führt 
zu  einer  identisch  verschwindenden  Funktion  R. 

Die  Eigenfunktionen  sind  also,  wenn  Q'^  =  X„^^y^„  gesetzt  wird, 

P,"  X  .r~^  ■^Jm  + 1/2  (^  >')  cos  jti  CO,      l'H,  X .  r~  '/j  J,,,  +  \  .,(q  r)  sin  jk  co ; 

dabei  sind  für  u  die  Werte  0,  1,  ...  2;»  zu  nehmen,  so  daß  im 
ganzen  2)n  -{-  i   Eigenfunktionen  zu  einem  Eigenwert  gehören. 

I^m  sie  zu  normieren,  hat  man  ihr  Quadrat  mit  — r^drdxda> 
zu  multiplizieren,  über  den  Kaum  der  Kugel  zu  integrieren  und 
durch  die  Quadratwurzel  des  erhaltenen  Integials  zu  dividieren. 
Das  auszurechnende  Integral  ist  also 

2/r         1  f  1 

A„  =  J  (/ 0}  J  r  tl  r  \  d  ./•  [  /'/,',  ./■ .  J,„  +  1 2  (4)  r)  cos ^t  oj J  1 
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oder  derselbe  Ausdiurk,  iu  dem  cos  durch  sin  ersetzt  ist.  Be- 
rücksichtigeu  wir  die  in  §  42  gebrauchte  Formel 

+ 1 

J       "^         ^         (m  — jü)!  2m  -)-  1 

—  I 

und  setzen  wir 

0 

so  erhalten  wir 

^"  -  {m-a)\  »T+l  ^'"  -^'  -"  (•"  -^  ^)' 

Dasselbe  ergibt  sich,  wenn  sin  u  co  durch  cos  u  co  ersetzt  wird. 

Auf  Grund  dieses  Resultats  können  wir  die  bilineare  Reihe 
bilden,  deren  Glieder  vom  Typus 

2Jq)0.(pl 

Ä 

sind,  wobei  im  Zähler  über  alle  zum  Eigenwert  A  gehörigen  nor- 
mierten Eigenfunktionen  summiert  wird.  Man  erhält  so  den 
Ausdruck 

(r  )\)-'^  J,n  +  i 3  (p  r)  J^ ^ v^  iQri).(p 

wobei  (p  durch  die  Gleichung 

+  '^  S  (llrif ;";;  c»  +  ^)  p:-r.p,^„x,  .co8.u((p  -  9..) 

=  (m  -f  ^)P„.(cosyoi) 
und  yo,  durch  die  Gleichung 


cos/oj  =  ^'  'i  +  Vi  —  a-^yi  — x^ cos{(p  —  y,) 

definiert  ist.     Die   bilineare  Reihe  geht  hiermit  in   folgende  Ge- 
stalt über: 

12* 
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Nach    den   Formeln   iu   .j  32  ist  nun   die  Summation  über  n 
sofort  durchzuführen.     Man  erhält  unter  der  Voraussetzung 

A  -  ^  >  0,       r  <  r, 
die  Gleichung 

Ist  r  >►  r, ,  so  ist  —  durch     ^  zu  ersetzen.   Hiernach  wird  für  den 
rj  r 

Fall  >•  <C  ^"i  die  bilineare  Reihe  folgenden  Wert  erhalten: 
Diese  Reihe  summiert  sich  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln 

0,  X 


1 


a 

I 


yi  —2ax-\-  «2 

{\-c^^)^^-'da    _  ^„  :;^  (2  m  +1)«'"  ^  ^ 
(|/l— 2aiC  +  a2)3  ^        wi  +  /i 


Speziell  erhält  man  für  den  Fall  //  ^=  oo,  also  für  die  Rand- 
bedingung _ 

F=0 
die  Gleichung 

A-(0,  1) 

1  r         '  '1 

4  n  l  y ,.9  ^  2  r  rj  cos  j'oi  -f  r,^       ^1  —  2  r  rj  cos  j'oi  +  »"*  '"i^J 

Dieser  Ausdruck  ist  die  in  der  Elektrostatik  auftretende  gewöhn- 
liche Greensche  Funktion  des  Vollkugelraumes.  Im  Falle  nines 
endliehen  positiven  Wertes  von  h  erscheint  noch  das  Glied 


r 


4 

0 
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?j  44. 

Darstellunji  willkürlitlier  Funktionen 
auf  Grund  der  allgemeinen  Theorie  der  Integralgleichunjjen. 

l)ie  bisherigen  Sätze  über  biliueare  Heiben  bei  Greensclieu 
Funktionen  als  Kernen  können  nicht  aus  (b'r  allgemeinen  Theorie 
des  dritten  Ai)schnitts  abgeleitet  werden,  wohl  aber  gilt  dies  von 
gewissen  allgemeinen  Sätzen  über  die  Entwicklung  willkürlicher 
Funktionen  nach  den  Fii^'enfnnktionen  der  bezeichneten  Kerne, 
sobald  diese  als  brauchbar  unstetig  im  Sinne  des  §  19  nach- 
gewiesen sind.  Fs  handelt  sich  dabei  um  folgende  Ziele.  \'er- 
stehen  wir  unter  II  stets  eine  im  Grundgebiet  stetige  Funktion 
der  beigefügten  Stelleu  und  setzen  wir 

0(0,  1)  =  A'(0,  1)  Ö(0.  1), 

F(0,  1)  =  iC(0,  1)  A'(l,2)  ^KO.  1.2), 

so  ist  zu  zeigen,  daß  die  Integrale 

j<P(0,  l)r/s,,  JF{0,l)ds, 

im  Grundgebiet  stetige  Funktionen,  das  erste  der  Stelle  0,  das 
zweite  der  Stellen  0  und  2  sind,  und  daß  in  den  Integralen 

(1)      jJ0(O,  l)(/srfsi,     jjjP(0,  l)fis(/si,     ^\F{Oyl)dS(]Sj, 

die  Integrationen  vertauscht  werden  dürfen.  Sind  die  Behaup- 
tungen bewiesen,  so  kann  mau  die  Größen  (I  auch  als  stückweise 
stetig  annehmen;  dadurch  gehen  die  betrachteten  Integrale  in 
Summen  von  solchen  über,  die  mit  stetigen  II  und  anderen  Grund- 
gebieten gebildet  sind,  und  die  behaupteten  Eigenschaften  über- 
tragen sich  sofort  von  den  Summanden  auf  die  Summe. 

Um  nun  das  gewünschte  Ziel  zu  erreichen,  gehen  wir  davon 
aus,  daß  im  Falle   des   ebenen  Grundgebiets,   das  wir  (i  nennen, 


X(0,l)=i^log-^^  +0(0,  l) 

^01 
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gesetzt  werden  kann;  bei  den  auf  die  Größe  O  bezüglichen  He- 
hauptungeu  darf  also  einfach  abkürzend 

A'(o,i)  =  ;  log  ^ 

-'•  'Ol 

gesetzt  werden,  da  die  mit  /y((),  1)  behafteten  Glieder  wegen  der 
Stetigkeit  dieser  Größe  keine  Schwierigkeit  machen.  Dasselbe 
gilt   aber  auch    von    den   auf    /•(•>,  i)  bezüglichen  Behauptungen; 
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deuu  nach  dem  vereinfachteu  Ansatz  für  A'(0,  1)  unterscheidet 
sich  F(0, 1)  von  dem  ursprünglichen  Wert  um  Glieder  wie 

Mog  l   -0(0,1,2),        Mog  ^-. 0(0,  1,2), 

die  wieder,  wenn  die  auf  C»(ü,  1)  bezüglichen  Behauptungen  be- 
wiesen sind,  keine  Schwierigkeit  machen,  da  sie  als  Ausdrücke 
0(0,  1)  oder  0(1,  2)  betrachtet  werden  können.  Wir  bleiben 
•also  ganz  bei  dem  abgekürzten  Ausdruck  für  7v  (U,  1),  der  alles 
Gewünschte  leistet,  wenn  der  Beweis  gelingt. 

Bezeichnet  man  nun  durch  (?o  den  Kest,  der  übrig  bleibt, 
wenn  vom  Gebiet  (f  alle  die  Ungleichung  roi  <<  a  erfüllenden 
Stellen  1  bei  irgend  einer  festen  Lage  der  Stelle  0  weggelassen 
werden,  so  ist 

(2)  1^(0,  l)ds,  =  J0(O,  l)f?s,  +  ja>(0,  l)d.sv, 
h  lio  »'Ol  < " 

ein  Integrationsgebiet  wie  r^^  <r  a  ist  hier  wie  weiterhin  immer 
so  zu  verstehen,  daß  nur  Stellen  des  Gebiets  6  in  Betracht  ge- 
zogen werden.  Verstehen  wir  aber  unter  W  eine  Größe,  die 
zwischen  festen  von  0  und  a  unabhängigen  Schranken  liegt,  so 
können  wir  setzen 

(3)  (0(0,  1)(/Si  =  W^ds,\o^  ]    =  W.il'u, 

»•oi<"  ''oi<«        'f*i 

und  i'a  ist,  wenn  man  über  den  ganzen  Kreis  rpi  •<  a  integriert, 
eine  leicht,  wie  in  §  35,  durch  a  ausdrückbare  Größe,  für  die  die 
Gleichung  ^-^  ,/..a  =  0 

(1       0 

gilt  und  gültig  bleibt,  wenn  nur  ein  Teil  des  Kreises  in  das 
Gebiet  6  fällt  und  als  Integratiousgebiet  benutzt  wird.  In  der 
Gleichung  (2)  kann  also  der  zweite  Summand  durch  passende 
Wahl  von  a  unter  eine  vorgeschriebene  Schranke  herabgedrückt 
werden  und  bleibt  unter  derselben,  wenn  die  Stelle  0  geändert  wird. 
Jetzt  werde  die  Stelle  0  um  eine  hinreichend  kleine  Strecke 
verschoben;  dann  ändert  sich  das  Gebiet  C^o  und  die  in  ihm 
stetige  Größe  0(0,  1)  beliebig  wenig,  ebenso  auch  der  erste 
Summand  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2);  die  gesamte 
Änderung  der  Grölie  j  </,  (o,  1)./., 

setzt  sich  also  aus  zwei  dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig 
kleinen  Summanden  zusammen;  diese  Größe  ist  als  stetige  Funk- 
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tion  der  Stelle  0  erwiesen;  dasselbe  gilt  wegen  der  Symmetrie 
des  Kerns  Ä'(ü,  1)  von  dem  Intei,n:il 

J0((),  \)ds 

als  Funktion  der  Stelle  1. 

Um  nun  weiter  die  Integrale 

J  =  |\?sJ0(O,  \)ds,        J  =  j\/s,J>(M,  \}ds 

als  gleich  naciizuweisen,  sei  (Vj  der  Rest  des  als  Ort  der  Stelle  0 
betrachteten  Gebiets  (v  nach  Ausscheidung  der  Stellen  0,  für  die 
*'io  <^  «;  dann  sind  zunächst  die  Integrale 

j,  =j(/sj0(o,  !)(/<?,,     .;;  =jr/..j  j0(o,  \)ds 

gleich,  e/o  =  t/i",  denn  das  Integrationsgebiet  beider  ist  die  Ge- 
samtheit der  Stellenpaare  0,  1,  in  denen  /"oi  >  a  und  im  übrigen 
0  wie  1  im  Gebiet  6  beliebig  gewählt  werden.  In  diesem  Gebiet 
ist  <1>(0,  1)  stetig,  die  Integrationen  also  vertauschbar.  Weiter 
ist  offenbar 

J-J,  =|rfsjcD(0,  \)ds,,       J-J,  =j\/.s-,J0(O,  \)ds; 

(j  roi<(i  Ü  ''oi<<' 

wendet  man  also  die  Gleichung  (o)  an  und  die  aus  ihr  ent- 
stehende, indem  man  0  und  1  vertauscht,  so  ergibt  sich 

wobei  die  Zeichen  IP",  i^-  vieldeutig  gebraucht  sind.  Da  nun  J^  =  J^, 
80  folgt  auch,  daß  die  Größe 

gesetzt  und  mit  a  beliebig  liera])gedrückt  werden  kann,  also,  weil 
von  a  unabhängig,  verschwinden  muß: 

(4)  J  =  J,  j  (/  s  J>  (0,  1 )  f/ Si  =  j  (/  s,  j  0  (0.  I )  (/  s; 

die  auf  die  Größen  0(0,  1)  bezüglichen  Behauptungen  sind  be- 
wiesen. 

Um  nun  entsprechende  Betrachtungen  für  die  mit  i'\0,  1  t 
gebildeten  Integrale  durchzuführen,  sei  (?,  das  Gebiet,  das  von  15 
übrig  bleibt,  wenn  alle  Stellen  0,  für  die  roa<a  ist,  ausgeschieden 
werden;  ist  1  die  veränderliche  Stelle  des  Gebiets  C^,  so  wird, 
um  (5.1  zu  erhalten,  das  Ciebiet  rjj  <C  «  ausgeschieden.     Dann  hat 
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die  Größe  7''(U,  l)  im  Gebiet  (^a  dieselben  Eigenschaften  wie  0(0,  \) 
im  Gebiet  6;  die  Integrale 

\F{0,\)d^,  =JK{0,l)K{\,2)0{0,\,2)ds,,   |F(0,  l)c/s 

sind  also  im  Gebiet  (Sa  stetige  Funktionen,  der  Stelle  0  das  erste 
und  der  Stelle  1  das  zweite. 

Weiter  zeigen  wir,  daß  man  setzen  kann 

»•21  <« 

wobei  die  Schranken  der  Größe  ^  von  a,  0  und  2  unabhängig 
bestimmt  werden  können.  Fallen  nämlich  die  Stellen  0  und  2 
zusammen,  so  ist 

[f(0,  \)ds,  =  -i-  I  log  J-   ■  log  ^-  0(0,  1,  2)ds, 


'21  <  « 


r2i<a 

fallen  die  Stellen  0  und  2  auseinander,  so  ist  offenbar 


|>(0,  l)cLs-,  =  'P-flog/   ds,, 

J  J  '  21 


»•21  <n 

und  in  beiden  Fällen  kann  man  setzen 

(5)  1  F(0,  l)rfs,  =  'F.i/'rt,         limi/^a  =  0. 

J  (I  —  II 

r._,,  <•.( 

Nun  ist  nach  der  Definition  des  Gebiets  ©j 

[f(0,  I)riSi  =|i''(0,  1)(/.^,  +  |i<'(0,  i)'/.s; 

li  LV2  ^21  < " 

scheidet  man  aus  dem  Gebiet  62  noch  alle  Stellen  1  aus,  für 
die  ro,  <C  «  und  nennt  den  Kest  (5.2o,  so  ist  F{0,  l)  in  diesem 
stetig  und  man  hat  die  Glei(;hung 

(H)       J  7''(0,  1)(/.s,  --  I  I''{i),  l)ds,  -f  j  F{(),  \)ds,   hJi'XO,  \)ds,; 

"  («20  »"»l  <  "  'Ol  <<> 

in  den  letzten  beiden  Integralen  sind  nur  die  in  ('^  fallenden 
Teile    des    Integrationsgebiets    /.u     berücksiclitigen    und    etwaige 
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gemeinsame  Teile  der  Gebiete  r^^  «<  a  und  r^,  «<  a  nur  einmal. 
Da  nun  i''(0,  1)  ])ezüglich  der  Stellen  0  und  2  symmetrisch 
gebaut  ist,  so  ist  in  der  letzten  (ileicliung  auch  das  letzte  Tilied 
der  rechten  Seite  von  der  Form  'F.i^'a,  ebenso  wie  nach  {b)  das 
vorletzte;  beide  sind  also  bei  passender  Wahl  von  a  absolut  so 
klein,  wie  man  will,  und  bleiben  so  bei  Veränderung  der  Stellen  0 
und  2.  Ändert  man  diese  aber  hinreichend  wenig,  so  ändert  sich 
das  Gebiet  Q.,o  und  die  in  ihm  stetige  Größe  F{0,  1)  beliebig 
wenig;  dasselbe  gilt  also  von  der  ganzen  rechten  Seite  der 
Gleichung  (6);  das  Integral 

(7)  J  7'' (0,1)^^^-1 

ist  eine  im  Gebiet  (^  stetige  Funktion  der  beiden  Stellen  0  und  2. 

Da  ferner  im  Gebiet  @2  die  Größe  i''(0,  1)  dieselben  Eigen- 
schaften hat  wie  ^(0,  1)  im  (lebiet  (5,  so  hat  man  nach  der 
Gleichung  (4) 

(8)  |d.s  |F(0,  l)ds,  =  idsi  [f(0,  l)ds. 

Die  Gleichung  (5)  aber  ergibt 

(9)  |rfs[F(0,  l)(/s,  =  W.n^a, 

und  unmittelbar  folgt  aus  der  Stetigkeit  des  Integrals  (7) 

(10)  I    ds   j  i''(0,  l)dsi  =  W.rpa. 

Addiert    man    die    (Größen    (9)    und    (10)  zur    linken    Seite    der 

Gleichung  (8),   so   werden    in    dieser   die  Integrationsgebiete   (^o 

durch  (^  ersetzt  und  man  sieht  zugleich,  was  nicht  unmittelbar 
ersichtlich  ist, 

(11)  I  ds  I  /-'((),  l)rfSi  =  lim  I  (/.s'  I  7'(0,  Ij(/.s', 

Ebenso  tindet  man  leicht,  da 

JF(0,  l)r/.s  =  A'(l,  2)  1  A'(0,  l)/y(0,  1,  2)ds  =  A'(l,2) 'i^.tt-u 
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gesetzt  werden  kann,  1 

(12)  {dsAj''{0,\)ds={K(\,2)W.i'a.(ls,  =  -^F.ta;  ^ 

endlich 

1  </.^,  Ji'XO,  l)'/s  =[a'(1,2)(/.s,  |a'(0,  1)  ll{0,  l,2)(ls, 

r2i<a    (S  »■2i<"  ^ 

und   da  hier  das   innere  Integral   reclits  nach  den  Sätzen   über 
0(0,  1)  eine  stetige  Funktion  der  Stellen  0  und  2  ist, 

(13)  I  (Is,  \^F(0,  l)ds  =  W.ta. 

Addiert  man  die  Größen   (12)  und    (13)   zur  rechten  Seite   der 
Gleichung  (8),  so  erhält  man  die  Gleichung 

j  ds,  [f(0,  \)ds  =  lim  I  ds,  j  F {(),  l)ds, 

li        L*  e,       '^'2 

die   verbunden   mit    den   Gleichungen   (8)  und   (11)   zu    der   ge- 
wünschten Beziehung  führt: 

[ds[F(0,  l)ds,  =  \dsAF{0,  ])ds. 

Leichter  ist  das  entsprechende  Ergebnis  für  das  dritte  der 
Integrale  (1)  zu  erzielen ;  ist  (^j  der  Rest  des  Gebietes  6  nach 
Ausschluß  eines  Kreises  vom  Radius  u  um  den  Mittelpunkt  1,  so  ist 

ids^  [f(0,  \)ds  =  {k{\,  2)(/s2  j  A'(0,  l)(l{(),  1,  2)ds 

=  [7v'(1,2)(/s2[a'(0,1)^/(0,  1,2)</s+  |  A(1,  2)0(1,  2)./s, 

=  1  A(1,2)(/.S2|  A((),  1)0(0,  l,2)r/s 
(V,  (J, 

+  j  A(l,2)./s,  [a(0,  1)0(0,  l,2)r/.s+  j  A(l,  2)0(1,  2)r/.Sj, 

1*1  »"10  «C  a  ru  ^^  n 

wo])ei 

/y(l,  2)  =  [/^"(0, 1)0(0,  l,2)r/.s  =  [<I>(0,  \)ds 
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nach  den  für  die  GrüLieii  <!»  erhaltenen  Sätzen  eine  stetij^e  Funk- 
tion der  Stellen  1  und  2  ist.  Der  erste  der  in  der  (lleichung  (14) 
erhaltenen  drei  Suninianden  j^estattet  die  Vertauschung  der  Inte- 
grationen, der  zweite  und  dritte  können  mit  n  beliebig  heral)- 
gedrückt  werden.  Vertauscht  man  im  Ausdruck  (14)  die  Ele- 
mente f/s  und  ^/.Sj,  so  bleibt  der  erste  Summand  derselbe,  der 
zweite  und  dritte  behalten  die  angegebene  Eigenschaft;  von  dem 
ersten  unterscheiden  sich  also  beide  Integrale 

I  '/.Sa  I  /'(U,  \)(ls,  {(h  JF(0,  \)(lsj 

beliebig  wenig,  sind  also  gleich. 

Damit  ist  die  (Jreensche  Funktion  K((),  1)  des  ebenen 
Gebiets  als  brauchbar  unstetiger  Kern  im  Sinne  des  §  19 
erwiesen. 

Dasselbe  gilt  von  der  Oreenschen  Funktion  des  räumlichen 
Gebiets:  man  braucht  nur  in  der  ganzen  durchgeführten  Schluß- 
reihe die  Zeichen 

1  1  1 

G 


1 

1 

1 

rf.s 

Inf 

log 

,.     ' 

log--, 

'oi 

'02 

*^12 

durch 

1 

I 

1 

rfr, 

^     ' 

]       ) 

^      1 

zu  ersetzen. 

»^01 

'02 

^•2 

)]{ 

Jetzt  sind  die  Sätze  des  dritten  Abschnitts  auf  die  im  gegen- 
wärtigen Abschnitt  betrachteten  Kerne  anwendbar;  bestimmte 
Ergebnisse  erhält  man,  wenn  man  Begrin  und  Eigenschaften  der 
quellenmäßigen  Funktionen  beachtet,  wie  sie  in  ?;  o7  entwickelt  sind. 

Wichtig  ist  zunächst  die  Bezieliung 

z/FO  =  ^1^(0,  \)f\.(is,  =  —fO; 

aus  ihr  folgt,  daß  eine  im  Grundgebiet  stetige  Funktion  nur  dann 
zum  Kern  orthogonal  sein  kann,  so  daß 

JA'(U,  l)/-l.(/s.  =U, 

wenn  sie  identisch  verschwindet,  /um  Kern  orthogonal  ist  aber 
nach  §  22  jede  im  Grundgebiet  stetige  Funktion,  wenn  sie  zu 
allen  Eigenfunktionen  orthogonal  ist;  eine  zu  allen  Eigen- 
funktionen orthogonale  stetige  Funktion  muß  also  iden- 
tisch   verschwinden.      Das    heißt,    aus    der   Gesamtheit    der 

Gleichungen  ,'.  ^        ^    , 

°  j  fO.(p„0.(ls  =  0 

folgt  die  Identität  fO  =  0. 
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Sodann  lehren  die  allgemeinen  Sätze,  daß  jede  quellenmäßige 
Funktion  auf  die  Fouriersche  Weise  nach  den  Figeufunktionen 
entwickelt  werden  kann;  nach  5;  37  folgt  hieraus,  daß  jede  die 
Randbedingung  erfüllende,  auf  dem  Grundgebiet  mit 
ihren  ersten  Ableitungen  stetige  Funktion,  die  stück- 
weise stetige  Al)leitungen  zweiter  und  dritter  Ordnung 
besitzt,  auf  die  Fouriersche  Weise  nach  den  Eigen- 
funktionen entwickelt  werden  kann: 

n  *  * 

das  ebene  Grundgebiet  kann  durch  das  räumliche,  f/s  durch  dr 
ersetzt  werden. 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  mehrfach  gebrauchten  Methode 
die  Abgeschlossenheitsrelation 

((foyds=^  \\f0.cp„0.dsj, 

in  der  /ü  eine  stetige  Funktion  bedeutet;  sie  beruht  wesentlich 
auf  der  Möglichkeit,  eine  stetige  Funktion  durch  quellenmäßige 
annähernd  darzustellen. 

Weiter  kann  jetzt  leicht  eingesehen  werden,  daß  die  An- 
zahl der  Eigenfunktionen  unendlich  ist.  Denn  aus  der 
Integralgleichung 

cp\  =  AJ7C(0,l)<pO.*/s  =  ;.  j(^log^-h3/(0,  l))(jpO../s, 

in  der  M  stetige  Ableitungen  jeder  Ordnung  besitzt,  folgt,  daß 
die  Gr(")ße  (jp  1  hinsichtlich  ihrer  Stetigkeitseigensehaften  als 
Potential  einer  Masse  von  stetiger  Dichtigkeit  angesehen  werden 
kann,  also  nach  den  allgemeinen  Sätzen  der  Potentialtheorie 
stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  besitzt.  Danach  besitzt  aber 
wieckjr  die  Dichtigkeit  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung,  also 
das  Potential  solche  zweiter  Ordnung  usf.;  da  die  (ireensche 
Funktion  an  regulären  Stellen  nur  stetige  Ableitungen  beliebig 
hoher  Ordnung  besitzt,  gilt  dasselbe  von  den  Eigenfunktionen. 
F^ben  dies  würde  dann  auch  von  einer  linearen  Verbindung  end- 
lich vieler  Figenfiinktionen  gelten;  es  könnte  also  nicht  durch 
eine  solche  Verbindung  eine  Funktion  mit  unstetigen  .Vbleitungen 
zweiter  Ordnung  dargestellt  werden,  was  doch  der  allgemeine 
DarstellungsBatz  als  möglich  feststellt. 
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Beachten  wir  zum  Sdiliiü  uocli  ileii  losenden  Kern 

r(o,,).A-(o,,)+.2:;'r:;V 

Die  unendliche  Reihe  ist  ebenso  in  jeder  der  beiden  Stellen  o 
und  I  bei  fester  Lage  der  anderen  gleichmäßig  konvergent,  wie 
die  Reihe 


A'Mo,i)=2'""'^^''-'; 


die  Größen  /^(O,  1)  und  K{0,  I)  unterscheiden  sich  also  um  eine 
stetige  Differenz  0(0,  1);  die  Größe  F(ü,  1)  hat  dieselben  Un- 
stetigkeiten  wie  ^"(0,  1).     Nun  gilt  die  Resolvente 

r((),  1)  =  K{0,  1)  +  A  I  r((»,  2)Ä(2,  l)ds,, 

also,  da  z/7t  (0,  1)  =  z/i  A'(0,  1)  =  U  ist, 

z/,r(0,  l)=  k^A  r(0,  2)  A'(2,  \)((s^ 

=  kJ,^{  A'((),  2)  -f  0(0,  2))7v(2,  [)ds, 
(15)  }  . 

=  kj,  Lfi:(o,2)A(2, 1)  (/>•.  + ;..j,  0(0,2) a: (2,1)  rf. Sa 

=  Az/,  ür2(0, 1)+ A^i  |o(0,  2)iC(2,l)rfSa. 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist  aber  leicht  auszu- 
rechnen; 2l2  ist  von  der  Art  eines  Potentials,  wie  es  am  Schlüsse 
des  §  35  betrachtet  ist,  und  damit  bleibt,  obwohl  die  Dichtigkeit 
stellenweise  unendlich  ist,  die  Poissonsche  Gleichung  erfüllt. 
Ist  Ar(0,  2)  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  2,  so  findet  man  hiernach 

^iA'2(0,  1)  =  JKHO,  1)  =r  —  A'(0,  1) 
und  nach  (15) 

^,r(o,  1)  =  _A(A'(o,i)-i-o(o,  1))  =  -Ar(o,  1). 

Die  Differentialgleichung 

^r-\-  ?.r=  0 

hat  also  eine  die  Handbedingung  erfüllende  stetige 
Lösung,  die  als  meromorphe  Funktion  von  A  darstellbar 
ist;  ihre  Pole  sind  einfach  und  liegen  an  den  Stellen  A„. 
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§  4.Ö. 
Entwicklung  unstetiger  Funktionen. 

Auf  (iruiul  dt'8  erhaltenen  Resultates  lassen  sich  auch  Ein- 
sichten darüber  gewinnen,  inwiefern  unstetige  Funktionen  oder 
solche,  die  unstetige  Ableitungen  besitzen,  nach  den  Eigen- 
funktionen eines  Kerns  entwickelt  worden  können.  Diese  Sätze 
sind  allerdings  von  speziellerem  Charakter  als  die  bisher  erhaltenen 
und  beziehen  sich  nur  auf  den  Fall,  daß  die  bilineare  Formel 
in  gewissem  Sinne  gilt. 

Wir  beschränken  uns  auf  Gebiete  von  zwei  Dimensionen,  in 
denen  der  Kern  7i(0,  1)  unstetig  wird  wie  —(1  2;r)logroi. 

Sei  dJ  das  Element  einer  im  Grundgebiet  verlaufenden  Kurve .^, 
in  welchem  der  Punkt  0  liegt,  N  die  Normale,  die,  wenn  die  Kurve 
geschlossen  ist,  nach  außen  gerichtet  sein  soll.  Die  Richtungen  ^' 
und  y  seien  einander  entgegengesetzt.  Dann  hat  von  den  Integralen 

0i=[.?/./o.Z(o,i),      01  --=\ä^-f^'^^^ 

das  erste  die  Eigenschaften  des  logarithmischen  Potentials  einer 
einfach  belegten  Linie,  das  zweite  ist  im  wesentlichen  das  Poten- 
tial einer  doppelt  belegten  Linie.  Dabei  muß  die  Funktion  fO 
längs  der  Kurve  il  mit  ihrer  ersten  Ableitung  stetig  sein  und, 
falls  die  Kurve  Ä  im  Rande  des  Grunflgebietes  endigt,  in  diesem 
verschwinden,  um  Singularitäten  zu  verhindern.  Das  Integral  0 
bietet  dann,  wenn  der  Punkt  1  die  Kurve  ,\i  passiert,  für  die  in 
normaler  Richtung  gebildete  Ableitung  die  aus  der  Potential- 
theorie bekannte  Unstetigkeit  dar: 

dN^  "^  dN\  ~~      ' 

Das  zweite  Integral  ist  selbst  in  der  Weise  unstetig,  daß  die 
Gleichungen 

0,  =  01  -i/1,  0.  -  01  +  i/'l 

bestehen;  dabei  sollen  &a  und  0,  die  Grenzwerte  bedeuten,  denen 
sich  die  Größe  0  annähert,  wenn  man  von  dvr  Seite,  nach  der 
die  Hichtung  N  hinweist,  oder  von  der  entgegengesetzten  Seite 
gegen  den  der  Kurve  ungehörigen  Punkt  1  heiaiirückt.  Ferner  ist 
ohne  weiteres  ersichtlich,  daß  beide  (irößen  </>  und  0  nußerhalb 
der  Linie  S{   im  ganzen  (Jrundgebiet  dieselben  Eigenschaften  l)e- 
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sitzen   wie  die  (iuellenmiißigen  Funktionen,  iusliesondere,  daü  sie 
die  Randbedingungen  der  Greenschen  Funktion  erfüllen. 
Wenn  nun  die  biliueare  Formel  gilt  und  die  lieihe 

"^  <PnO  .  (fn  1 

gleicliniiiliij^^  konvergiert,  sobald  der  Abstand  der  Stelle  0  von  der 
festen  Stelle  l  über  einer  festen  positiven  (irenze  bleibt,  so  kann 
man  in  dem  Integral  0  gliedweise  integrieren  und  erhält  die 
Grölie  <J>  1  nach  den  Fiigenfunktionen  cp„  1  entwickelt;  doch  gilt 
diese  Entwicklung  zunächst  nur  außerhalb  der  Unstetigkeitslinie. 
Man  hat  also  eine  spezielle  Funktion  entwickelt,  deren  Ableitungen 
in  der  Kurve  ü  die  oben  angedeuteten  Unstetigkeiten  be>itzt. 

In  den  von  uns  näher  untersuchten  Fällen  der  §$  38  bis  43 
ist  ferner  auch  die  bilineare  Reihe  gliedweise  differenzierbar  in 
dem  Sinne,  daß  die  erhaltenen  Reihen  in  demselben  Gebiet 
gleichmäßig  konvergieren  wie  die  bilineare  Reihe  selbst.  Man 
kann  also  auch  für  fcJ  eine  Kntwicklung  nach  den  Eigenfuuktionen 
erhalten,  also  für  eine  Funktion,  die  an  der  Kurve  9:  selbst  un- 
stetig ist.  Auch  hier  bleibt  zweifelhaft,  ob  und  in  welchem  Sinne 
die  Entwicklung  in  der  Unstetigkeitslinie  selbst  gilt. 

Es  muß  noch  festgestellt  werden,  ob  die  erhaltenen  Ent- 
wicklungen Fouri ersehe  sind  in  dem  früher  definierten  Sinne, 
daß  also  z.  B.,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

«„  =  J0O.<jr„O.(/s 

besteht.     Davon   überzeugt  man  sich  leicht  auf   folgende  Weise. 
Man  hat  zunächst  unmittelbar  die  Gleichung 

...,  =  |>o. ';"</(. 


Setzt  man  hier  ein 


so  folst 


(//o/0.|A'(0,2)<p,.2.</>v 
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Schließt  iiiau  nun  aus  dem  Grundgebiet  einen  beliebig  schmalen, 
die  Kurve  Ät  umschließenden  Streifen  aus  und  bezeichnet  den 
Rest  durch  S',  so  kann  man  setzen 

j  K{0,  2)cp„2.ds,  =  j  Ä'(0,  2)cp,/2.ds,-\-B, 

ö' 

und  £  liegt  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  (irenze,  die 
mit  der  Breite  des  ausgeschlossenen  Streifens  unendlich  abnimmt 
und  von  der  Stelle  0  unabhängig  ist.     Hieraus  folgt 

a,.  =  £'  -f  \cnjO  .  J"ä^(0,  2)(jp„  2  .  r/.s^, 

wobei  e'  eine  Größe  von  derselben  Beschaffenheit  wie  e  bedeutet. 
Hier  können  die  Integrationen  vertauscht  werden,  so  daß  man 
erhält  r  r 

«„  =  s'+]^ds,.(pn2  .  I  /•O.Ä'(0,  2)f7/o, 

und  da  das  Integral 

^  f  0.  K  (0,2)  dlo 


h 


den  Charakter  eines  Linienpotentials  hat,  also  als  Funktion  der 
Stelle  2  im  ganzen  Gruudgebiet  stetig  ist,  so  kann  man  in  dem 
letzten  für  a„  gegebenen  Ausdruck  &  durch  6  ersetzen,  ohne 
daß  das  Integral  sich  um  mehr  als  einen  Betrag  f"  ändert,  der 
wiederum  die  Beschaffenheit  der  Grüße  t  besitzt.  So  erhält  man 
die  Gleichung 

a„  =  f'  +  £"  +  [(/Sa .  (jo,.  2  .  [/'O  .  A'(0,  2)dJ, 

oder,  da  t'  und  t''  beliebig  klein  gemacht  werden  können, 

a„=^ds,.q>,r2.\^fO.K{O,2)dlo  =  ^(r„2.0-2.ds,, 
.« 
womit  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Genau  in  derselben  Weise  läßt  sich  der  ents])r('chendo  Nach- 
weis für  die  Reihe  (")  führen,  indem  auch  bei  Funktionen  von 
der  Art  der  (iröße  dK/dN  die  Integrationen  vertauscht  werden 
können. 

Der  Nutzen,  den  man  aus  den  l'nnktioiien  </'  und  H  zielten 
kann,  wenn  man  allgemeinere  Arten  von  l'unktionon  nach  den 
Eigcnfuiditioni-n  entwickeln  will,  IxMiilit   ,iuf  folgender  Erwägung. 
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7'' sei  eine  beliebige  Funktion  des  Ortes  im  (irundgebiet,  die  an 
der  Kurve  ft  eine  unstetige  normale  Ableitung  besitzt,  so  daß 
die  (Ueicbung 

besteht.  Die  Funktion  /O  sei  wie  oben  mit  ihrer  ersten  Ab- 
leitung längs  der  Kurve  ii  stetig  und  verschwinde  am  Rande  des 
lutegrationsgebietes,  wenn  dieser  von  der  Kurve  ii  erreicht  wird. 
Im  übrigen  erfülle  die  Funktion  F  die  Bedingungen,  unter  denen 
man  sie  nach  i;  44  nach  den  Eigenfunktionen  entwickeln  kann. 
Dann  hat  die  Differenz  F — 0,  die  selbst  stetig  ist,  im  ganzen 
(Irundgebiet,  auch  auf  der  Kurve  51,  stetige  erste  Ableitungen 
und  stückweise  stetige  zweiter  und  dritter  Ordnung  und  erfüllt 
ebenso  wie  die  Grüßen  0  und  0  die  Randbedingungen  der 
Greenschen  Funktion.  Mithin  sind  für  die  Differenz  F — O 
sämtliche  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  sie  nach  vj  44  auf  die 
Fouri ersehe  Weise  entwickelt  werden  kann.  Da  nun  dasselbe, 
wie  gezeigt,  von  0  gilt,  so  ist  auch  die  Funktion  F  in  der  ge- 
wünschten Weise  entwickelbar;  nur  bleibt  das  Verhalten  der 
darstellenden  Reihe  in  der  Unstetigkeitslinie  Si  zweifelhaft. 

Man  hat  so  gewissermaßen  der  quellenmäßigen  Funktion 
F —  0  eine  besondere,  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickel- 
bare Funktion  0  angefügt,  welche  die  gewünschte  Singularität 
der  ersten  Ableitung  hervorruft. 

In   ähnlicher  Weise  kann  nun  mittels  der  Funktion  0  auch 
eine  entwickelbare   Funktion   hergestellt  werden,   die  selbst  eine 
gegebene  l'nstetigkeit  besitzt.     Wäre  F  in  der  Kurve  Sl  unstetig, 
so  daß  die  Gleichung 
(2)  F,-F^,=z-fO 

besteht  und  fO  dieselben  Eigenschaften  besitzt  wie  zuvor,  so  wäre 
die  Differenz  F — 0  im  Gruudgebiet  (luelleumäßig  darstellbar, 
also  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelbar  und  dasselbe  würde 
wie  von  0  so  auch  von  der  gegebenen  Fuuktion  F  gelten,  wenn 
diese  außerhalb  der  Kurve  ,Q  überall  die  Eigenschaften  der 
([uellenmäßigen  Funktionen  besitzt. 

Da  nun  femer  in  ähnlicher  Weise  Unstetigkeiten,  die  in 
mehreren  Kurven  Av  vorhanden  siiul,  durch  Subtraktion  mehroier 
entsprechend  gebildeter  Ausdrücke  </'  oder  (")  wegzuschatTen  sinil, 
so    ist   folgender  Satz   bewiesen:    Die    Funktion  F  sei   in  be- 

Kiiosor.   lutognügloichuuuen.     2.  Aufl.  iq 
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liebig  vielen  Kurven  ii,  die  entweder  geschlossen  sind 
oder  das  Grundgebiet  von  einem  Ran  dp  unkte  zum  andere  n 
durchsetzen,  sich  gegenseitig  aber  nicht  schneiden,  un- 
stetig, so  daß  Gleichungen  von  der  Form  (2)  bestehen. 
In  einem  anderen  System  von  Kurven  ^',  das  dieselben 
Eigenschaften  wie  das  System  ,U  aufweise,  seien  die 
normalen  Ableitungen  der  Funktion  F  unstetig,  so  daß 
Gleichungen  von  der  Form  (1)  bestehen.  Außerhalb  der 
Linien  it,  ^  habe  die  Funktion  F  stetige  erste  Ablei- 
tungen und  stückweise  stetige  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung, und  sie  erfülle  die  Randbedingung.  Alsdann  ist 
die  Funktion  F  auf  die  Fouriersche  Weise  nach  den 
Eigenfunktioneu  entwickelbar,  wobei  aber  der  Wert 
der  erhaltenen  Reihen  in  den  Kurven  M  und  iV  zweifel- 
haft bleibt. 

Mit  diesem  Satze  ist  das  Problem  der  Entwicklung  nach 
den  Ejgenfuuktionen  für  die  Fälle  erledigt,  in  denen  keine  Kand- 
kurven  vorhanden  sind,  wie  z.  B.  für  die  in  §  42  behandelte 
Wärmebewegung  auf  der  Kugeltläche;  die  nach  den  erhaltenen 
Sätzen  darstellbaren  Funktionen  dürften  für  alle  Anwendungen, 
die  in  der  mathematischen  Physik  vorkommen,  allgemein  genug  sein. 

>j  4(i. 
Anwendung  des  Weylschen  Satzes  über  Addition  von  Kernen. 

Nachdem  die  Greenschen  Funktionen  als  brauchbar  un- 
stetige Kerne  nachgewiesen  sind,  können  auch  die  Sätze  des  §  25 
über  Addition  von  Kernen  auf  sie  angewandt  werden. 

Betrachten  wir,  um  Bestimmtes  vor  Augen  zu  haben,  nur 
Greensche  Funktionen,  die  auf  der  Kandlinie  des  (irundgebiets 
verschwinden.  Das  ursprüngliche  ebene  Grundgebiet  (i  enthalte 
in  seinem  Innern  die  voneinander  getrennten  Teilgebiete  C^i, 
(^2?  •••  ^^"1-  Für  jedes  von  diesen,  etwa  für  G,.,  werde  die  (ireen- 
sche  Funktion  ^.^,,(0,  1)  konstruiert  und  ^=  ü  gesetzt,  sowie  min- 
destens eine  der  Stelleu  o  und  1  aus  dem  Gebiet  (.'^,,  herausfällt; 
(r((>,  1)  sei  die  Greensclie  l'"unktion  dos  ganzen  Geltiets  (*. 
I);iiin  ist  zunächst  die  Summe 

1,m 

A''(o,  i)=-2Ir;..(<),  1) 
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ein  brauchbar  unstetiger  Kern,  und  seine  Eigenwerte  sind  die 
iMgeDwerte  aller  Kerne  ^/,,(0,  1),  deren  jeder  auf  das  Grund- 
gebiet iy,,  bezogen  wird,  zusammengenommen.     In  der  Tat  sei 

(1)  cp\  =  a|(jp().(7;,(0,  !)  +  •••+  r;,„(0,  \))(ls 

(v 

eine  Eigenfunktion  des  Kerns  /v'  und  liege  die  Stelle  1  z.  B.  im 
Ge])iet  C^i;  dann  verschwinden  ^'2(0,!),...  G„, (0,  1)  und  man 
erhält,  da  ^/,  in  den  Gebieten  iy^i  •••  ^m  verschwindet, 

(f\  =  ;.  I  9 0 .  G, (0,  \)(is  =  a|(^().G,(0,  l)c/s; 

(f  1  und  A  sind  also  auch  Eigenfunktiou  und  zugehüriger  Eigen- 
wert des  Kerns  (tj  im  Grundgebiet  61,  und  umgekehrt  leitet  man 
aus  der  letzten  Gleichung  leicht  die  Beziehung  (1)  ab,  womit  die 
Behauptung  betreffs  der  Eigenwerte  des  Kerns  K^  bewiesen  ist 
Wir  wollen  nun  weiter  zeigen,  daß  der  Kern 

A'"  =  G—dy—a^ (r,„ 

positiv  dcfinit  ist;  dann  ist 

und  der  Satz  des  §  25  ergibt  eine  Beziehung  zwischen  den  Eigen- 
werten der  Kerne  G  und  Ä''.  Zu  diesem  Zweck  führen  wir  noch 
das  Kestgebiet  (.^„,  +  1  ein,  das  übrig  bleibt,  wenn  aus  dem 
Grundgebiet  (:f  die  Teilgebiete  P^  (.^21  •••  ^m  ausgeschieden  werden, 
nennen  Cr^  +  i  die  zugehörige  Green  sehe  Euuktion  und  setzen 

Dann  ist  die  Größe  L  auf  dem  Gebiet  G  stetig,  hat  aber  an  den 
Randlinien  der  Gebiete  (^y  unstetige  Ableitungen;  gehören  die 
Stellen  0  uml   1  z.  B.  dem  (iel)it't  ('*■,  an,  so  kann  man 

L(0,  1)=  (^(0,  1)-G\(0,  1) 

setzen  und  die  Unstetigkeiten  heben  sich  weg.  Aus  der  Integral- 
gleichung 

(2)  <pl  =  a|  /.((),  l)<^0.</s 

(j 
folgt  aber,  indem  man  nach  den  Koordinaten  der  Stelle  1   diffe- 
renziert,   daß    die   Größe  <jr  l    im   Innern   jedes  (u>biets  ('^,.  stetige 
Ableitungen  besitzt,  die  sich  bestimmten  Grenzen  annähern,  wenn 
die  Stelle  1  auf  die  Randlinie  rückt;  sind  0'  und  1'  die  die  Rand- 

13* 
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linien  durchlaufeuden  Stelleu  uud  iV,-,  Na  die  beiden  Normal- 
ricbtungen,  so  ist 

eine  auf  jeder  Kaudlinie  stetige  Funktion  der  Stelle  0';  die  tan- 
gential längs  der  Randlinie  genommene  Ableitung  verschwindet 
wegen  der  Randbedingung,  setzt  sich  also  stetig  beim  Durch- 
schreiten der  Randliuie  fort. 

Da  ferner  auf  den  Randlinien  alle  7)i-\- 1  Funktionen  (r,,(0',  1) 
Terschwinden,  teils  wegen  der  Randbedingung  der  Greenschen 
Funktionen,  teils  weil  die  Stelle  0'  sich  außerhalb  des  Gebiets  6,- 
beündet,  so  gibt  die  Gleichung  (2) 

(4)  (pr  =  ?.{a{l\0)(p0.ds. 

Sei  nun  Cf  die  Gesamtheit  der  Randlinien  der  Gebiete  6,.,  in 
denen  v  =  1,  2,  ...  w  ist;  sei  ferner  dV  das  zur  Stelle  0'  ge- 
hörige Bogenelement  einer  dieser  Kurven;  dann  hat  die  Große 


^1  ==  -^-^{G(0\  l)i^O'. dj\ 


wie  in  §  45  erwähnt,  den  Charakter  eines  Linienpotentials,  dessen 
Unstetigkeit  durch  die  Gleichung 

gekennzeichnet  wird.  Die  Differenz  0  —  (p  hat  also  au  den 
Randlinien  stetige  Ableitungen;  sie  erfüllt  ferner  die  Gleichung 

^  (0  —  (p)  =  0 

und  verschwindet  ebenso  wie  </'  und  9;  auf  dem  Rande  des  Ge- 
biets (5;  man  erhält  also  aus  der  Potentialtheorie  die  Gleichung 
0  =r  9,  d.  h. 

(5)  9I    r^    -. ^^^  j  G  (()',])  1^0'.  (//'. 

Nennen   wir    nun   i\.  die  im   jjositiven   Umlaufssinne   durch- 
laufene Randlinie  des  Gebiets  (5,,  für  v  —-  1,  2,  ...  v»,   so  daß  (5 


4?  4t;. 
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sich  aus  allon  Kurvoti  i\.  zusammeusetzt .  so  fril)t  die  (laiiljj^clie 
Integraltransformatiüu 

i[(L7+(^:)]-=-^»'i!^''"'- 

in  letzterer  Gleichung  ist  benutzt,  daß  cp  auf  der  Handlinie  des 
Gesamtgebiets  (5  verschwindet.  Addiert  man  diese  Gleichungen, 
so  folgt  nach  (3) 

Diese  Gleichung  kombinieren  wir  mit  derjenigen,  die  sich 
ergibt,  wenn  der  Wert  (5)  auf  der  rechten  Seite  der  ( Jleichung  (4) 
eingesetzt  wird;  setzt  man 


so  ercibt  sich 


G^{0\  1')  =  j  r;(o',  0)  G(i',  o)rfs, 

(5 


führt  man  diesen  Wert  iu  die  Gleichung  (6)  ein,  indem  man  die 
Integrationsstelle  durch  1'  bezeichnet,  so  folgt 

('^  n('r)+(i:y]"-\f.f'''("'-'')''"'-'''-'"''".'- 

Anderseits  ergibt  sich,  indem  man  die  Gleichung  (5)  ijuadriert, 

(5   (> 

und  indem  man  über  i^  integriert, 

die  Gleichung  (7)  kann  also  geschrieben  werden 

jeder  Eigenwert  A,  der  zum   Kern  L  gehört,  ist  also  positiv,  der 
Kern  L  ist  definit- positiv. 
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Dasselbe  gilt,  wie  uach  §  36  von  jeder  Greenschen  Funktion, 
von  (xm  +  \  <ils  Kern  des  Grundgebiets  (^,„  +  1;  man  kann  aber  auch 
(^  als  Grundgebiet  betracliteu,  indem  man  den  Kern  außerhalb  des 
Teilgebiets  (5„,  + 1  verschwinden  läßt;  dann  blciljen  die  Eigenwerte 
dieselben,  und  Gm  +  i  kann  auch  als  definit-positiver  Kern  im  Grund- 
gebiet G  gelten.  Zwei  solche  Kerne  ergeben  nun  der  II ilbert sehen 
Grundformel  zufolge  auch  als  Summe  einen  positiv-detiniteu  Kern. 
Ist  nämlich  die  rechte  Seite  dieser  Formel  für  irgend  einen  Kern 
stets  positiv,  so  kann  kein  Eigenwert  negativ  sein;  wäre  A  ein 
solcher  und  cpx  in  der  Bezeichnung  des  §  22  die  zugehörige 
Eigenfunktion,  so  brauchte  man  in  der  Hilbertschen  Formel 
nur  fx  =  (px  zu  setzen ,  um  rechts  den  negativen  Wert  1  ?. 
zu  erhalten.  Somit  ist  auch  der  Kern  K^^  =  L  -]-  Gm  +  i 
definit-positiv. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  Gleichung  K  =  K^  -\-  K^^  sowie 
dessen,  was  oben  über  die  Eigenwerte  der  Kerne  K  und  K^  fest- 
gestellt ist,  so  führt  der  Satz  des  §  25  zu  folgendem  Ergebnis. 
Scheidet  man  aus  einem  Grundgebiet  6  die  voneinander 
getrennten  im  Innern  von  (5  liegenden  Teilgebiete  (>i, 
(^2,  •••  Gm  aus,  und  nennt  Eigenwerte  jedes  dieser  Gebiete 
diejenigen,  die  die  zugehörige  am  Rande  verschwindende 
Greensche  Funktion  als  Kern  ergibt,  so  liegen  unter 
einer  beliebigen  Schranke  mindestens  so  viele  Eigen- 
werte des  Gebiets  (y,  wie  Eigenwerte  der  Gebiete  Gj, 
G2,  ...  Gm  zusammengenommen. 

Oder,  pliysikalisch  ausgedrückt:  Schneidet  man  aus  einer 
Membran  beliebig  viele  Teilmembranen  heraus,  so  bleiben  mit 
ihrer  Schwingungszahl  unter  einer  beliebig  gewählten  positiven 
Schranke  mindestens  so  viele  Eigentöne  der  Membran,  wie  Eigen- 
töne aller  Teilmembranen  zusammengenommen.  Ein  Sonderfall 
ist  der  Satz,  daß  bei  Verkleinerung  einer  Membran  der  tiefste 
Eigenton  seine  Schwingungszahl  nicht  verkleinert. 
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il  17. 
Thermoelastische  Erscheinungen  an  geraden  Stäben. 

Nimmt  man  bei  der  Wärmeleitung  in  einem  geraden  Stabe, 
der  sich  von  .r  =  0  bis  x  =  l  erstrecke,  auf  die  Verzerrung 
Rücksicht,  bezeichnet  durch  v  die  Längsverschiebung  irgend  eines 
Punktes  des  Stabes,  durch  u  die  Temperatur  desselben,  durch  t 
die  Zeit,  so  gelten  nach  Duhamel  und  Franz  Neumann  die 
Gleichungen 

^'^  dt-''dx^  dxdV       ^  cx^      ^dx  —  ^' 

«,  />,  f,  p  sind  bei  kleinen  Verschiebungen  Konstante.  Die  erste 
Gleichung  sagt  aus,  daß  die  zeitliche  Änderung  der  Dilatation 
dvdx  die  Temjieratur  beeinilußt;  die  zweite,  daß  die  elastische 
Kraft  d^v  dx^  dem  Wärmetluß  proportional  ist.  Sind  die  Enden 
des  Stabes  frei  oder  werden  sie  festgehalten,  so  hat  man  die  eine 
oder  andere  der  Randbedingungen 

?-"=0,       ,=0; 
cx 

für  i<  hat  man  dieselben  Randbedingungen  wie  im  ersten  und 
vierten  Absrhnitt. 

Wir  nehmen  im  besonderen  au,  die  Knden  des  Stabes  seien 
fest  und  werden  auf  der  Temperatur  0  gehalten: 

(2)  t;|"-'  =  0,      «:"'>  =  0; 

setzen  wir  noch  A*  =  a>fV(t*-|- i>6*),  so  erfüllen  wir  die  Glei- 
chungen (1)   sowie   die   Randbedingungen  (2)   durch   den   Ansatz 
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mit  den  Gleichungen 

—  a^k^cpx  =  a'^qj"x^b^-a^k^0'x,       c^0"x  —  p(p'x  =  0, 
9)0  =  9)1  =00  =  ^1  =0. 
Aus  diesen  folgt,  indem  man  die  erste  bestimmt,   die  zweite  un- 
bestimmt integriert, 
1 
—  «2 k^  {(p (x)  dx  =  a-i {(p'  1  —  <jp' 0),      c2 O'x  =  c^ ^'0  -^pcp x, 


0 


und  indem   man   die   erste   Gleichung   nochmals  benutzt  und   (p 
=  (_  1  _^  a-2  Z:2)-i  _  c2  7/2j,  setzt, 

(p" x -\- a^ (p X  = ^(qp'l  —  (jp'O),       (jpO  =  9jl=0. 

y 

Eine  Besonderung  bestehe  darin,  daß  der  ganze  Zustand  zur 

Mitte   des  Stabes  symmetrisch   sei,   also   q)X  =  (p{l  —  x);   dann 

folgt  (p' l  =  —  qp'O,  <jp'V2  =  0;  nur  die  Strecke  von  x  =  0  bis  x 

=  1/2  braucht  betrachtet  zu  werden  und  für  sie  als  Grundgebiet 

erhält  man  die  Randwertaufgabe 

2  1 

(3)  (p"x+tt^-(px  =  -^^(p'0,       cpO  =  cp'-  =  0. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  cpx  bis  auf  einen  willkürlichen  kon- 
stanten Faktor  in  der  Form 


,   «fr  • 
(px  =  l  —  cos « X  -f        sin u X, 

und  die  Randbedingung  9'  1  2  =  0  ergibt  die  Gleichung 

(4)  sin ^  -I-  - ag2cos |-  =  0, 

deren  positive  Wurzeln  «„  seien,  uud  für  «  gesetzt  cpx  in  (p„x 
überführen  mögen. 

Die  Temperatur  kann  auf  dem  Grundgebiet  in  der  Form 

n  =  2^ü„c     "     (pnX 

n 

angesetzt  werden,  wobei  a,,  konstante  Werte  sind,  und  um  für 
l  =:  0  einen  gegebenen  Anfangszustand  zu  erhalten,  ist  auf  dem 
Grundgebiet  die  Gleichung 

(5)  Fx  =  '^c(,.(p„x 

zu  erfüllen.  Nun  sind  aber  die  Funktionen  q^„x  keineswegs  unter- 
einander orthogonal,  so  daß  die  gcwölinliclH'  FouiitTscIio  Kocffi- 
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zientenbestimmung  versagt.  M;ui  erhiilt  einen  Krsatz,  wenn  es 
gelingt,  Funktionen  il.>„x  zu  finden,  die  mit  den  (p„.r  zusammen 
ein    biorth(j;,'onale3  System    l)ilden;   d.  !i.   daß   die  <ileichungen 

\(p„x.il'mX.(lj  —  0,       VI  4^  n 

gelten,  wenn  über  das  (Irund^ebiet  integriert  wird.  Das  System 
heißt  normiort.  wenn  die  (ileicliungen 

\(p„x.tl%,x.(l.r  =  1 

gelten;   der  Ansatz  (5)  ergibt  dann   zunächst  als   \vahrscheinlich 

die  Gleichung  f 

I  /'  ./■ .  i'„  r  .  (/  ,/■  —  a„ . 

Solclie  Funktionen  ii'„.r  findet  man  in  unserem  Falle,  indem 
man  eine  Differentialgleichung  ansetzt,  die  sich  möglichst  erfolg- 
reich mit  der  Gleichung  (3)  durch  die  Greensche  Operation  ver- 
binden läßt,  etwa 

aus  der  sich  ergibt 

(7)      {ß^-a^)\(pil'dx  +  {(pi<'~cp'i')     '  z=   "(f'oiil-x.dx 
J  0  5"         J 

0  0 

oder,  nach  den  Randbedingungen  (3), 

II  0 

Jetzt  unterwerfe  man  t  solchen  Randbedingungen,  daß  alle  Glieder 
außer  dem  ersten  wegfallen,  also 


(^) 


2 
j^.'i^O,       il'0-{-'^(i'x.dx  =  0; 


die  Gleichung  (H)  ergibt  dann  bis  auf  einen  von  x  unabhängigen 

r  aktor  r  a 

ii;x  =  cos /?(./• — i),       sin  ^  -\-  Ißq^cos^  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  stimmt  mit  der  (ileiehung  (4)  überein, 
deren  positive  Wurzeln  u„  sind:  man  kann  also  a  r=  -f-a„  /3  =  +«„ 
setzen,  und  findet,  wenn  a„  4=  «m,  die  gewünschte  Gleichung 

\(p„x.t„x.(lx  =  0, 

0 
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uud  Ja  der  Größe  i^»,  ohne  die  besprochenen  Eigenschaften  zu 
schädigen,  ein  konstanter  Faktor  beigefügt  werden  kann,  darf 
auch  normiert  werden,  so  daÜ 

0 

Die  Gleichung  (7)  zeigt  ferner,  wie  eine  Greensche  Funktion 
unseres  Grundgebiets  gebildet  werden  kann,  die  als  unsymmetri- 
scher Kern  einer  Integralgleichung  dient,  deren  Eigenfunktionen 
(p„x  sind.  Wir  setzen  G  =  G(a-,  |),  G'  =  öG/cx  und  nehmen  an, 
indem  wir  G  den  für  t  festgesetzten  Randbedingungen  unter- 
werfen, ^2 

Q"  +  g^a  =  0,     G'(},^)  =  0,    G{i\^)  +  ^G(x,^)dx  =  0, 

(9)  '^  0-' 

Die  Greensche  Operation  ergibt,  indem  man  die  Gleichungen  (3) 
heranzieht,  die  Gleichung  (7),  in  der  i^  und  ß  durch  G  und  q 
ersetzt  sind  und  ein  von  der  Uustetigkeit  der  Größe  G'  her- 
rührendes Glied  erscheint: 

[•'  1-0 

{Q^  —  u'^)\cpx.G (x, ^)dx+  cpx.G' (x,  I)  =  0, 

J  s'  +  O 

(pn  I   =    (««  —  Q"^)      fpn  X  .  G  (X,  ^)dx. 
0 

Ebenso  leicht  erhält  man  eine  Greensche  Funktion  K{x,^),  die 
für  die  Funktionen  j^'„  entsprechendes  leistet;  man  setzt  für  sie 
die  für  die  Größen  (p  geltende  Differentialgleichung  mit  den  Rand- 
bedingungen, also  die  Gleichungen  (3)  an: 

(10)  K"{x,t)  +  Q^Kix,^)  ^  ^^  A"(0,,^),  A^(0,^^)  =  K'il^)  =  0; 
außerdem  verlangt  man  die  Uustetigkeit 

Durch  Greensche  Kombination  der  Gleichungen  (10)  und  (6) 
ergibt  sich  wiederum  die  Gleichung  (7),  in  der  (p  durch  A'  ersetzt 
iht  und   ein  von   der  l'nstctigkeit   herrührendes  Glied   hinzutritt: 

iQ'  -  1^')  I  «^ •^'  •  A:(x,  |)(/.r  -h  i^^  =  0, 
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womit,    wenn    ß  =  a„    und    rp  =  i'»   gesetzt    wird,   diu   Integral- 
gleichung für  (/•„  borgestellt  ist. 

Ferner  kann  man  noch  die  (Jleichungen  (Ü)  und  (10),  in  deren 
letzter  t,  durch  »/  ersetzt  werde,  in  der  Greenschen  Weise  kom- 
binieren; mau  orhiilt  die  Gleichung 

[G(T,  ^)K'ix,  yj)  -  G'{x,  t)K(x,  rj)]  ""° 

J/  +  0 

+  [G(x,  ^)K'{x,  r;)  -  G'(x,  ^)K{x,  v)]'" 

l»  +  o 

und   da  wegen  der  Randbedingungen  (*J),  (10)   alle  Glieder  weg- 
fallen außer  den  von  der  Uustetigkeit  herrührenden,  folgt  schließlich 

^(1,  '0  -(^Oh  ^)  =  0,       K{x,  ^)  =  G  (I,  X). 

Die    Funktionen    des   biorthogonalen    Systems    sind   also 
Lösungen  der  Integralgleichungen 


(jp„t  =  {u:,  —  Q^)\G{x,^)(p,,x.dx, 

0 
l^'n  I   =  («n  —  9')\  0  (^,  X)  i'n  X  .  d X, 


(i'> 


die   mit   gemeinsamem,   unsymmetrischem  Kern   gebildet 
sind. 

Daß  auch  umgekehrt  jedes  Lösungssystem  dieser  Integral- 
gleichungen ein  Paar  der  definierten  Größen  g^,,,  tn  liefert,  erkennt 
man,  indem  man  allgemein  die  Größen 

Fx  =  U  »'(.<-,«)/"«.(/«,      (iKi   =  \G{u,x)fcc.da, 

0  0 

(juellenmäßige  Funktionen  erster  und  zweiter  Art,  wie  wir  sie 
nennen,  wie   bei   symmetrischen  Kernen   untersucht.     Man   findet 
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sofort  aus  den  Unstetigkeiteu  der  Greenschen  Funktion,  d.  b.  aus 
den  Gleichungen  (9)  und  (10) 

F"x  =  -fx^{Cr"{x,a)fa.da,      F' 0  =  \G'{(),u)fa.da, 

0  0 

(12)  F"x  +  Q^Fx-  \f'0  =  -fx,     FO  =  F'\  =  0, 

0"x=  -Z'^  +  j  — 8^2       /«•''^'' 

(13)  0"x  i-  Q'^^x  =  —fx,    O'},  =  0,    0O-\-\{ox.dx  =  0. 


Ist  92  von  allen  Werten  oc*  verschieden,  und  ist  fx  gegeben,  so 
sind  durch  diese  Gleichungen  die  Größen  F  und  O  eindeutig  fest- 
gelegt; denn  die  Differenz  zweier  Größen  F  z.  B.  würde  eine 
Lösung  der  Gleichungen 

2 

(p"  X  -]- Q^  cp  X  =  ^  (p' 0,         <pO=(jP^=0 

ergeben,  die  nur  existiert,  wenn  q^  =  af^.  Jede  Funktion  Fx  also, 
die  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen  stetig  ist,  kann,  wenn 
sie  die  Grenzbedingungen 

FO  =  F'l  =  0 

erfüllt,  als  quellenmäßige  Funktion  erster  Art  dargestellt  werden; 
el^euso  als  solche  zweiter  Art  jede  Funktion  0x,  für  die 

1/2 
0'1  =  O,       a>0  4-  M0a;.rf./- r=  0, 

und  dieselben  Stetigkeitseigenschaften  wie  für  Fx  gefordert  werden. 
Man  übersieht  leicht,  daß  die  (irößen  F" x  und  <P" x  auf  der 
Strecke  von  0  bis  1  2  nur  stückweise  stetig  zu  sein  brauchen,  wobei 
dann  auch  fx  stückweise  stetig  ausfallen  würde. 

Jetzt   seien   i*',   <I>   ein   Lösungspaar   der  Integralgleichungen 
I,  .^, 

( 1 4)     Fx  =  k„\(i  (.r,  «)  Fa  .  (l «,      (J)  X      -  k,A( ;  (a, ./ )  </»  n  .  (/ « ; 
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daun  ist  Fx  in  erster,  ^I^j  in  zweiter  Art  «iuellonmäßig  dargestellt 
1111(1  /x  ist  im  ersten  Falle  durch  ?.„J%  im  zweiten  durch  A,//*  zu 
ersetzen.     Die  Beziehungen  (12)  und  (\;i)  ergeben  demnach 

F"  +  Un  4-  Q')F  =   '^,^  I''i\       <I>"  +  (A„  +  g^)O  =  0 

nebst  den  dort  angeführten  llaudgleichungen;  man  muß  also  nach 
den  an  die  (Jleichungen  (3)  und  (6)  geknüpften  Bemerkungen 

^»  +  P'"  =  «m        Fx  =  (f„X,        (Px  =  ll'nX 
setzen,   Avobei   in    (jp„    und    «/•„    ein    konstanter   Faktor  willkürlich 
bleibt.     Die  Integralgleichungen  (14)  haben  also  jedem  Eigenwert 
A„  entsprechend  nur  ein  einziges,  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
bestimmtes  Lösungssystem  F,  0. 

Endlich  kombinieren  wir  durch  die  (Jreensche  Operation, 
indem  wir  Cr«  für  (r  und,  wenn  g  durch  ö  ersetzt  wird,  Kr,  für 
A'  schreiben,  die  Gleichungen 

Kr.  {X,  I)  +  6'^K,  {X,  I)  =  ^  A-;(0,  t), 

und  berücksichtigen  die  Piandgleichungen  der  Größen  G,,  und 
Kr.\  dann  ergibt  sich 

UU.1  U.eraus   |^.^^^,  _^,^^,.^_.  ,^  _  ^,^^,^  _^^^.^^^^  ^^^  ,-o 

'+0 


.;-0 
»;  +  <> 


+  [^„(x-,  n)  G:.(.r,  I)  _  A'^(,-,  ,;)  GoCr,  I)] 
oder  wegen  der  Unstetigkeiten  der  Größen  (}'  und  K' 

7v„(|,  ,;)_r;,.(7?,  t)4  (c)^-(j2)[r;,(r,|)7v.(./-,  n)dx  =  o, 

oder  endlich,  da  K{x,ii)  =  ^'(//,  r),  in  leicht  geänderter  Bezeichnung 

( 1  .v>    ^;„ (j-,  </)  —  r;,.(.r, »/)  +  (4,2  —  ö^)  |  (;,.(«,  y)  (/^j-, «),/ «  =  u; 

o 

das  ist  die  Resolvente  der  allgemeinen  Theorie. 
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S   48. 

Die  funktionentheoretische  Methode. 

Der  greifbare  Ausdruck  der  Greenschen  Funktion  A'„(^  ^) 
ist  aus  den  Gleichungen 

A"^  +  Q^K,  =  ^^  7C(0, 1),      K{0, 1)  =  K'  (1, 1)  ^  0 

leicht  abzuleiten;  man  muß  mit  konstanten  A,  7j»',  ...  für  den  Fall 
X  <i  ^  etwa  setzen 

A'^  ( r,  ^)  :=  Ä  cos  Q  X  -\-  B  sin  qx  -\-  E^ 
für  X  >  I  ebenso 

Ap (r,  I)  =  C cos  p  a;  +  D  sin  ()  X  +  Aj, 
und  erhält,  da  0  <<  I  <C  |  ist, 
21? 


A  =  Ai  == 


(fQ 


(1) 


^  +  A  =  0, 

Csin  f^  +^co8|-  =  0. 


Ferner  ergibt  die  Stetigkeit  der  Größe  7C,  und  die  ünstetig- 


keit  der  Größe  A'^  an  der  Stelle  x 


{A  —  C)  cos  ()  I  +  (7?  —  D)  sin  (5  ^  =  0, 
—  yl  sin  p  I  -]-  J5  cos  p  |  -j-  f 'sin  ()  |  —  1)  cos  q  t, 


sieht  man  in  diesen  beiden  und  den  Gleichungen  (1)  die  Größen 

yl,   ii,    C,   D  als  Unbekannte   an,   so   ist   die  Determinante  der 

Koeffizienten 

2 


J  = 


1 


0 


0 


0 


0 


—  sin 


2 


cos 


cos  p^    sinp^ 
—  sin  p  ^    cos  Q^ 


—  sin 

U 
0 


il^Q 


cos 


—  cos  Qt,  —  sin  pi; 

sin  p^  —  cos  pl 
0  0 

Q  9 

—  sm  ,  cos 

—  cos  p  ^  —  sin  p  ^ 
siupl  —  cosp^ 


p         2      .     p 
=  cos-;-  +         sin   . , 
2       7-p         2 
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uud  die  Unbekannten  haben  die  Werte 

Man  erhält  so  für  den  Fall  x  ^  ^  den  Ausdruck 

K„i^\^)  =  ,„  \   J-2cosp(i-,t)(-l  -Lcos(.:r) 

+  y2  p  COS  9  (i  —  I)  sin  9  o:-], 
also  eine  gerade  meromorphe  Funktion  von  q.     Führen  wir  statt 
der   trigonometrischen   Exponentialgrößen   ein,   so   erscheinen   im 
Zähler  Glieder  von  der  Form  e>'^',  pc"^',  in  denen 

sein  kann;  da  ^  —  x  zwischen  0  und  ^  und  ^ -{- z  zwischen  0  und 
1  liegt,  hat  man  stets  die  Ungleichung 

(2)  -i^r^i; 

die  Größe  oA'^(r,  |),  auf  die  es  ankommen  wird,  setzt  sich  also 
zusammen  aus  Summanden  wie 

mit  Faktoren,  die  von  p,  ./•  und  t.  unabhängig  sind;  dabei  ist 

2^  =  ^'"-'('  +  0')+ '"■'-"'(' -ä4') 

wobei  das  vieldeutige  Zeichen  '/*'  wie  immer  eine  Größe  bedeutet, 
deren  absoluter  Wert  unter  einer  von  9  unabhängigen  Schranke 
liegt,  wie  groß  auch    q    genommen  werde.     Mau  kann  also  setzen 

^       «^  /  ee«  4- 1  +  — 

Q 

und  dabei  ist  nach  (2) 

00  0  ^  j  -f  y  ^  1. 
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Dies  alles   gilt  al)er  auch  für  den   Fall  j'  ^  ^;   dann  zeigt  der 

Ausdruck 

r  (     i:\  —  ((Z'P  sin  p|  —  2  cos  p  |)  cos  q{\  —  x)-\-2 cos g (^  —  |) 

daß  die  Größe  qKo{x^^)  sich  wiederum  aus  Ausdrücken  P  und  P  q 
zusammensetzt,  wohei  für  +  y  die  Werte 

auftreten,  die  wieder  die  Ungleichung  (2)  erfüllen,  da  jetzt  x  —  ^ 
nicht  negativ  ist. 

In  beiden  Fällen  x  ^  i,  erreicht  übrigens  die  Größe  y  die 
Grenzen  der  sie  umfassenden  Strecke  nur,  wenn  |  =;  0  oder  x 
=  ^;  bleiben  also  ^  und  x  —  ^  über  festen  Schranken,  so  gilt 
eine  Ungleichung 

(5)  fi^i  +  y^l-f2, 

in  der  fi  und  fj  feste  positive  Werte  sind. 

Hier  wird  nun  die  elementare  Tatsache  aus  der  Funktionen- 
theorie wichtig,  daß  die  Funktion 

_  &'*  _  e-(>-^ 
~  eM-^  ~~  1  +  e^' 
wenn  0  ^  c  ^  1  ist,  in  der  ganzen  Ebene  der  komplexen  Größe  s 
dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  endlichen  von  c  unab- 
hängigen Schranke  verbleibt,  sobald  man  die  Pole  ^'  =  (1 +;2)j):nrt 
mit  beliebigen  einander  nicht  schneidenden  Kreisen,  die  wir  t 
nennen,  umschlossen  und  diese  Kreisflächen  ausgeschlossen  hat. 
Das  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  ^  =  a:-fy/,  x  und  ij  reell 
setzt  und  beachtet,   daß  in  jedem  Streifen  —  b<^x<^-\-  b  die 


Ungleichung  i  ^a  ^^>c^f,h 

gilt,  die  Größe  1/(1 -fe^)  aber  wegen  der  Periodizität  unter 
einer  von  c  unabhängigen  Schranke  liegt,  und  daß  in  den  Ge- 
bieten x'^h^  X  <  —  h  beziehentlich  die  Ungleichungen 

qCz       I  gox  g— (1— f)x  g— 6(1— r) 


(6) 


gt_|_l^ex_l         i_g-x^i_e-6' 


—  br 


I         gCf 

gelten.  Man  kann  daher  unendlich  viele  Kurven  5i„  zeichnen,  die 
außerhall)  dtr  Kreise  t  verlaufen  und  bei  wachsenden  Werten 
v<in  n  l)C'lii'l)iL'   viele   dor  Pole  c  =:  l  +  2>?;r/'  umfassiMi    und   auf 
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(leiiL'ii  diu  Grölio  Z  unter  eiuer  von  /<  und  <■  uniibliängigeii 
Sehranke  verbleibt.  Wir  wählen  die  Kurven  iK  so,  daß  der 
kh'inste  auf  ihnen  erreichte  Wert  von  z  mit  wachsenden  Werten 
von  n  unendlich  zunimmt,  dali  ferner  jede  Kurve  i{„  in  sich  über- 
geht, wenn  man  x  mit  —  x  oder  y  mit  —  y  vertauscht. 
Setzt  man  für  die  Zahl  c  eine  Ungleichung 

(."=<)  'i  ^  ''^  1  —  ^2 

an,  in  dei-  f ,  und  f^  positive  Werte  sind,  so  können  die  Schranken  (fi) 
und  (7)  durch  passende  Wahl  von  h  unabhängig  von  c  unter  be- 
liebig klein  gegebene  Werte  herabgedrückt  werden;  ist  dies  ge- 
schehen, so  kann  man  in  der  Reihe  der  Kurven  il„  so  weit  gehen, 
daß  über  den  in  den  Parallelstreifen  — h<ix<i-\-h  hinein- 
reichenden Bögen,  die  mau  auch  bei  den  festgesetzten  Symmetrien 
durch  Kreisbögen  um  den  Mitteli)uukt  z  =^  ^  ersetzen  kann,  ein 
beliebig  kleiner  Zentriwinkel  steht.  Diese  Bögen  liefern  also  zu 
dem  Integral  ^  2.dz         i'       Z      dz 

TT' 


I 


da  {] z  zi  das  Differential  des  Zentriwinkels  ist,  bei  beliebigem 
festem  Wert  von  t,  einen  beliebig  kleineu  Beitrag,  und  zwar,  da 
Z  in  dem  angegebenen  Sinne  beschränkt  ist,  unabhängig  von  c. 
Außerhalb  des  ParalleUtreifens  liegt  aber  Z  unter  den  Schranken 
(0),  (7);  also  folgt 

und  zwar  gleichmäßig  für  alle  Werte  c  im  Gebiet  (8).  Das  gilt 
nicht  mehr,  wenn  c  =  0  oder  c  =  1  gesetzt  wird,  und  hier  zeigen 
die  Formeln  eine  bemerkenswerte  I'nstetigkeit. 

Jetzt  werde  z  =  q  i  gesetzt,  wodurch  jede  der  Kurven  {  und 
.Sl„  in  eine  Kurve  t'  und  Üi,  in  der  Ebene  der  komplexen  Größe 
Q  übergehe.  Sobald  dann  der  absolute  Betrag  eines  Pols  der 
Greonschen  Funktion  (r,j  hinreichend  groß  ist,  liegt  derselbe  im 
Innern  eines  Kreises  t';  sind  doch  diese  Pole  durch  die  Gleichung 

P         2      .     p 

^  =  0,     cos  *^  -f-         sin  ^  =  0 

bestimmt,  so  daß  bei  gr()ßeu  Werten  von  o  annähernd 

cos    ^     =   0,  p   =   +  2  »<  .T  '■-     -T 

KiioHor.  Inteurjlttlriohunuen.     2.  Autl.  \,^ 
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gesetzt  werden  kann.  Die  Kurven  Si'„  umfassen  daher  bei  wachsen- 
den Werten  von  n  jede  gegebene  Menge  von  Polen  der  Green- 
schen  Funktion  G„  oder  Nullstellen  der  ganzen  Funktion  .J.  Und 
nun  sieht  mau  leicht,  daß  auch  die  Größe  e^s'  .d  auf  den  Kurven 
^'n  beschränkt  bleibt,  d.  h.  absolut  unter  einer  von  n  unab- 
hängigen Schranke  liegt.  Schreibt  man  nämlich  nocii  für  die 
oben  eingeführte  Größe  P  den  Ausdruck 


eyQi  /         ?P"\   ef^h-^ytQi       j 

—  =  2(^1  +  -j-  ^o._|_i  "TT^' 


P  =  ^  =  2 


1+  - 

&  -    -^^  ^ 

l-{-  es*' 

so  ist  die  Größe  {l  -\-  eß*)~\  mithin  auch  0  auf  den  Kurven  ü'„ 

beschränkt;   auf   diesen   kann   also  &   auch   durch   ^^  bezeichnet 

und  im  ganzen  geschrieben  werden 


r'/o*  ,         W\   e(^i2  +  y)e* 


Der  letzte  Bruchfaktor  dieses  Ausdrucks ,  ist  aber,  da  die  Zahl 
^2  +  7  nach  (4)  der  Strecke  von  0  bis  1  angehört,  genau  von 
der  soeben  betrachteten  Form  e'''/{l  -f  <'),  also  wiederum  auf  den 
Kurven  Si'n  beschränkt,  und  die  Schranken  sind  von  c,  also  von 
y,  X  und  I  unabhängig.  In  diesem  Sinne  ist  also  die  Größe  P 
und  um  so  mehr  die  Größe  F,  g  beschränkt,  mithin  auch  die 
Größe  Q  G„  (r,  |),  die  sich  aus  endlich  vielen  Summanden  wie  P 
und  P  Q  zusammensetzt. 

Wenn  nun  überhaupt  eine  meromorphe  Funktion  \q  die 
Eigenschaft  hat,  daß  das  Produkt  q.\q  auf  unendlich  anschwellenden 
Kurven  wie  .UJ,  beschränkt  bleibt  und  ö  von  allen  u„  verschieden 
ist,  so  gilt  offenbar  die  Gleichung 

(10)  Umf'«'-''^  =  lim    [«'•'«'.''«'  =  0, 

„^00  J      P  — Ö  n-cc    .1    (>  —  Ö        Q 

und  wenn  f/„  die  Pole  der  Funktion  \q  sind,  in  deren  Umgebung 
die  Kutwickliinu 


V  \}  u  „  / 


gilt,  wobei  ('«5„  ein  Polynom  ohne  konstantes  Glied  und  ''|^„  eine 
Potenzreihe  bedeutet,  so  hat  die  ebenfalls  meroiiiorpho  l'unktion 
fo  {q  —  ö)  an  der  Stelle  g  =  «„  das  Kesiduum 


Ö 


"(rt -((,.)' 
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liegen  also  die  Pole  u,.  innerhalb  einer  Kurve  St',„  so  ist 

.        ^       ^  —  p5  _  \    (V  -) 

Kl 
und  die  Gleichung  (10)  gibt  die  Cauchysche  Teilbruchentwicklung 

^Q=yi®n(     ^     )  =  lim  y(s;.Y     ^     Y 

in  der  die  Sumuiationsfolge  in  gewissem  Sinne  bestimmt  ist.  Ist 
z.  B.  \Q  eine  gerade  Funktion  und  sind  die  l'ole  reell  und  ein- 
fach, so  liegen  zwei  entgegengesetzte  von  ihnen  immer  innerhalb 
derselben  Kurven  sV„,  die  ja  bezüglifh  der  Achsen  symmetrisch 
gewählt  sind,  und  die  zugehörigen  Polynome  Öi  geben  eine  Summe 
M  _  M  _  2Ma 
Q  —  a       Q  -\-  ii        Q-  —  «'■'' 

sind  «„  die  positiven  Pole  und  Jv„  von  q  unabhängige  Grüßen, 
so  erhält  man  also  eine  Teilbrucheutwicklung 

im  besonderen  " 

II  ^ 

und  da  die  Schranken  der  Größe  Q  (r^.{-'\  ^)  von  x  und  |  unab- 
hängig sind,  konvergiert  diese  Reihe  ebenso  wie  der  Grenz- 
übergang (10)  in  ./'  und  |  gleichmäßig,  solange  eine  der  beiden 
Voraussetzungen  ./  ^  ^  und  x  ^  ^  festgehalten  wird. 

Die  Residuen  li^  bestimmen   sich   leicht  aus   der  Resolvente 
§47  (15).     Setzt  man  in  dieser,  wie  offenbar  möglich, 

(11)  ^.(^,i/)  =  ;^.'^'''fU-H.c»-.//). 

y-       «, 

wobei  9io  an  der  Stelle  p  =  «,    in  g  regulär  ist,   so  ergibt  sich 

( p2  _  «2)  Q^  (^^  y)  _  y;^  (j,^  ,^)  -{g-^  —  «/)  9io  (J-,  y) 

+  (()2-ü--^)  I  [Ii,{r<,y)-{-{g^-a^)'M,{a,,i)\Gr.(',r,),/a  _-.  ü, 

0 

also  wenn  man  p  =  «j  setzt  und  dann  g  für  0  schreibt, 

-Ri  i-i'y  y)    -  («i'  —  9-)  I  (^i.  (JN «)  J^i  («. .'/) '/«; 

0 
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ebenso  ergibt  der  Ansatz 

indem  mau  6  ==  a^  setzt,  die  Gleichung 

/' 1  U\  y)  =  («f  —  Q-)  j  (-rg  («,  y)  Bi  (■<■, «)  rf  «. 

0 

Das  Kesiduum  7t'i  (./•,  i/)  erfüllt  also  als  Funktion  von  x  die  Integral- 
gleichung der  Funktion  ti  .'>',  als  Funktion  von  y  diejenige  der 
Funktion  (p^  y.  Da  nun  nach  §  47  diese  Integralgleichungen  nur 
je  eine  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmte  Lösung  haben, 
da  ferner  für  «j  offenbar  jedes  «„  genommen  werden  kann,  so 
folgt,  wenn  c„  Konstante  sind, 

Rn  (^,  y)   =   Cn  (pn  y  -  tn  3C. 

Sind  nun  die  Funktionen  9),,  und  i'n  normiert,  so  daß 


l  (p„u  .iif„K.da  =  1, 
0 
so  ergibt  die  Gleichung  (11)  oder 

iudem  man  mit  i^-j  y  multipliziert  und  integriert  und  die  Integral- 
gleichung der  Funktion  xpiX  nach  §47  (11)  benutzt, 

V2 
—  i',x  =  r,  i^.j  X  +  (p^  —  «,-)  I  'Mj  {x,  y)  i'i  II .  (1  //, 

(I 
also,   indem   man  q  =  «,  setzt,  rj  —  —  1   uud  el)en80  allgemein 
r„  =  —  1 ,       li„  (.r,  //)  =  —  «jp,.  y .  i'„  X. 

Damit  ist  für  den  unsymmetrischen  Kern  0^,{x,y)  die 
bilineare  Formel 

bewiesen;  die  Keihe  konvergiert  im  Grundgebiet  nach  beiden 
Größen  x  und  y  gleichmäßig.  Multipliziert  man  mit  einer  im 
Grundgebiet  stetigen  oder  auch  nur  stückweise  stetigen  Funktion 
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fx  und  integriert,  so  erhält  niun  die  allgemeinste  quellenmüüige 
Funktion  zweiter  Art  nach  den  Eigenfuuktionen  (pn  entwickelt: 

' ;:  '2 

n  "0 

oder  auch  _  -«ji 

n 

wobei  aus  den  Integralgleichungen  §  47  (11)  leicht  folgt 

.''2 
a„  =     O.r  .i'„x.(1 3; 

0 
wie  es  nacli  ^  47  gewünscht  wird. 

Um  die  bilineare  Reihe  auch  als  gliedweise  differenzierbar 
nachzuweisen,  beachten  wir,  daß  die  Größen  d  Gr,{^,y)  dx  und 
d  Go  {x,  y)  c  y  aus  Gliedern  derselben  Form  bestehen  wie  q  6r„  {x,  y), 
also  aus  Gliedern  wie  F  und  P  q.     In  der  Gleichung 

J  p  _  ö  =  -  J  (l  +  eß'){Q-6)  ~^     ]  q(q-6)      Hr'e^ 

verschwindet  das  zweite  Glied  rechts,  wie  früher,  wenu  n  unend- 
lich anwächst,  das  erste  aber  nach  (10)  nur,  wenn  die  Größe 
1  j  -|-  y  von  0  und  1  feste  Mindestabstände  wahrt;  das  erfordert 
nach  den  an  die  Ungleichung  (5)  geknüpften  Bemerkungen,  daß 
die  Größen  ^  und  x  —  Ij  über  festen,  wenn  auch  beliebig  klein 
festgelegten  Schranken  verbleiben.  I'nter  dieser  Voraussetzung 
ergibt  die  Gleichung  (U)  den  gleichmäßig  konvergenten  Grenz- 
übergang (Pdf) 

hm  -     =:  0, 

„  =  00 .1  g  —  a 

und  diese  Gleichung  bleibt  gültig,  wenn  man  i'  durch  P  q 
ersetzt,  schon  wegen  der  Beschränktheit  der  Größe  P  auf  den 
Kurven  ,(f',.  Damit  wird  klar,  daß  man  für  \q  in  der  Cauchy- 
schen  Teilbruchentwicklung  auch  cG,,  dx  und  8  G,,  d$  schreiben 
darf,  daß  man  also  diese  Größen  in  Teilbruchreihen  von  der  Form 

entwickeln  kann,  die  aber  in  x  und  ^  gleichmäßig  nur  unter  der 
angegebenen  Bedingung  konvergieren.     Daß  dabei 
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wird,  ist  aus  der  Integrierbarkeit  dieser  Reihen  nach  x  und  ^ 
leicht  zu  übersehen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Uustetigkeit  der  Größen  G,.  und 
8Crg/a|  sowie  auf  den  oben  in  §47  festgelegten  Umfang  des 
Begriffs  der  quellenmäßigen  Funktion  leitet  man  jetzt  nacli  der 
Methode  des  >i  oU  ab,  daß  jede  mit  ihren  ersten  beiden 
Ableitungen  auf  dem  Grundgebiet  stückweise  stetige 
Funktion  I'V,  die  die  Gleichungen  FO  =  F' \  =  0  erfüllt, 
nach  den  Eigenfunktionen  (p„x  auf  die  abgeänderte 
Fouriersche  Weise  entwickelt  werden  kann. 

Ähnliches  gilt  für  die  Entwicklung  nach  den  Funktionen  i'„x, 
wobei  aber  an  den  Enden  des  Grundgebiets  etwas  andere  Be- 
dingungen zu  erfüllen  sind. 

§49. 
Die  Sturm-Liouvillesche  Aufgabe  im  komplexen  Gebiet. 

Sei,  wie  im  vierten  Abschnitt,  das  Sturm-Liouvillesche 
Problem,  indem  wir  uns  auf  eine  besondere  Art  von  Randbedin- 
gungen beschränken,  durch  die  Gleichungen 

W2  V  0.1 

ausgedrückt,  wobei  nun  aber  L  auch  komplex  sein  möge,  was 
auch  bei  Anwendungen  bisweilen  gefordert  wird.  Dann  versagt 
die  Theorie  des  dritten  Abschnitts,  da  sie  wesentlich  auf  reelle 
Verhältnisse  zugeschnitten  ist;  dagegen  bleibt  die  funktionentheo- 
retische  Methode  der  letzten  Paragraphen  erfolgreich. 

Wir  beginnen  mit  einer  allgemeinen  Bemerkung.  Wenn  die 
Größen  P,  Q  in  der  Differentialgleichung 

einen  komplexen  Parameter  q  enthalten  und  in  einem  gewissen 
Gebiet  (^3  desselben  reguläre  Funktionen  von  q  sind,  während  .r 
etwa  die  Strecke  von  0  bis  1  durchläuft,  so  ist  auch  jedes  Integral, 
das  an  der  Stelle  a;  =  0  auf  eine  von  q  unabhängige  Weise  fest- 
gelegt ist,  im  Gebiet  ®  eine  reguläre  Funktion  von  q.  Seien 
etwa  y  und  y'  an  der  Stelle  x  =  0  gegebenen,  von  q  unab- 
hängigen Werten  gleich,  dann  folgt  das  Behauptete  daraus,  daß 
das  Integral  nach  der  Metliode  der  stufenweise  fortsclneitenden 
Annäherungen  in  vincr  Reihe  dargestellt  werden  kann,  die  gleich- 
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mäßig  konvergiert,  solange  F  und  Q  gewisse  Werte  nicht  über- 
schreiten.    Im  besonderen  sei 

,72 Y  0  clV  '^ 

;;--^^+„>-/.,K  =  «,  V  =0,  l  =1, 

und  L  von  o  frei;  dann  kann  das  Gebiet  (>j  in  der  Ebene  der 
komplexen  Zahlen  (>  beliebig  genommen  werden  und  V  ist  eine 
ganze  transzendente  Funktion  von  g.  Dasselbe  gilt  vun  dem 
Integral  r=  p .  I ',  für  das  die  Gleichungen 

bestehen,  und  das  wie  in  §  2*J  (5)  geschrieben  werden  kann 

X 

U  =  sin  QX  -\ L'  l  '  sin  q  {x  —  x')  d  .i', 

0 

wobei  L'  und  l  '  aus  L  und  V  entstehen,  indem  man  x  durch  x'  ersetzt. 
Jetzt  sei  p  ^  a  +  ji  i,  a  und  ß  reell  ß  ^  0;   dann    gibt  die 
letzte  Gleichung  x 

0 

Dabei  ist  offenbar,  wenn  immer  rr  ^  0  genommen  wird, 

(2)  X^x',  >i?»^    ^1,  r2i"(^-^')    ^   l, 

also  auch 

\p2Qi(x  —  x') 1 

Ist  nun  L  stetig  auf  einer  Strecke  von  x  =  0  bis  x  =  a  und 
ist  «  >»0,.  so  sei  (j  der  größte  Wert  von  Ueä'''  auf  dieser  Strecke; 
dann  gibt  die  Gleichung  (1)  „ 

</<  1  +  —  I    L  dx; 
'  ~  Q  J 

0 

der  in  j;  29  benutzte  Liouvillesche  Schluß  ist  anwendbar  und 
man  findet,  sobald    q    hinreichend  groß  geworden  ist, 

(4)  !/  <  1  +  f , 

wobei  f  beliebig  klein   und  positiv  gewählt  sei.     Dies  gilt  sogar, 

wenn  L    bis  zur  Grenze  4-  oo    integriert  werden   kann,   für  die 

ganze  positive  Aclise  der  Zahlen  x;  man  hat  dann 


j,(l-   l^\    /,  ,/.,)<!, 
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woraus  wiederum  die  Beziehung  (4)  folgt,  oder  auch  die  Ungleichung 

f/t£?'^    <2. 

Führen   wir   diese   in  die  Gleichung  (1)  ein,   so   ergeben   die  Be- 
ziehungen (2)  und  (3) 

(5)  ^'"''=--21  -+(,"' 

wobei     W     unter    einer    endlichen    von    p    und    x   unabliäugigen 

Schranke  liegt;  ist  z.  B.  ^ 

\q    >  2  I    L  dx, 
so  ist  (/  -<  2,  und 

00 

W   <_2  [  L  (Ix. 

(I 
Dabei  läuft  x  von  0  bis  a  oder  auch  bis  +  oc,  je  nach  den  Vor- 
aussetzungen, die  man  über  L  machen  kann. 

Die  Größe  U  ist  im  wesentlichen,  was  in  ^  27  durch  (f  x  be- 
zeichnet wurde,  wenn  q  als  gegeben,  l  als  gesucht  angesehen 
wnrd  und  die  Randwertaufgabe  lautet 

,12  y  iO,i 

^-f(;.  +  C>^-L)F:..0,         F       =0. 

Um  die  Greensche  Funktion  für  das  von  x  =  0  bis  x  =  a  er- 
streckte Grundgebiet  zu  bilden,  muß  neben  (px  noch  eine  Funktion 
^'x   eingeführt   werden,   die  ebenfalls  ein  Integral  der  Gleichung 

ist  und  an  der  Stelle  ./•  =  a  verschwindet.  Führt  man  ./  —  a 
als  neue  unabhängige  Varia])le  ein,  so  kann  rl'X  genau  so  wie 
vorher  q)  x  definiert  werden,  nur  daß  jetzt  L  durch  die  Größe 
L  =  L{a  —  x)  ersetzt  wird.     Mau  kann  also  setzen: 

(6)  tx  =  Aqjia  —  x); 

A  ist  eine  verfügbare  Konstante  und  cfyx  erfüllt  die  Gleichungen 

Die  Gleichung  (5)  ist  also   anwendbar,    indem   man    1'  durch   <;  .' 

ersetzt  und  ergibt: 

(eSff»(n-a) 1        ^y 

( 7 )  4-  .'■ .  et-'  •■("-*)  =  ^    -  -    -  ^-. H 
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wenn   x   von  0  bis  a    liiuft,   ist   für  die  Schraukeu  der  Orölie  W 
maßgebend   das  Integral   aul    der  bnken   Seite   der   Ungleichung 


L  (/./•  <;      L  (Ix; 


jene  Schranken  können  also  von  a  unabhängig  festgelegt  werden* 
Die  Green  sehe  Funktion  definieren  wir  nun  nach  Anleitung 
des  §  27  durch  die  Gleichungen: 

Cr  {X,   t)  =: !*L-Jai ,  X  <t, 

^  (pX.i'X  —  cpx.il>x 

6r(.r,  ^)  =     , ^,- -r-5         -*  >  b 

^  (p'  X.tlrX  —  (pX  .ll>  X 

der  Nenner  dieser  Brüche  ist  konstaut,  also,  da  ./•  =  0  gesetzt 
werden  kann,  ^>  O.H'O  =  Aq.  cp  a. 

Hiernach  erhält  man  aus  den  Formeln  (5)  und  (7)  für  die  Greeu- 
sche  Funktion  im  Falle  :r  <  ^  den  Ausdruck: 
/Q^     rt     ,.        e^iiS-^)(e^o>-r-i  +  ^F  g)(,^<>ii"-^>  -  1  +  ^  q) 
(&j     ü-(./,^j—  2?:p(l -f  »f^/9)(e2s'"  — 1  +  y^/p) 

und  eine  Schranke  der, verschiedenen  durch  'P"  bezeichneten 
Größen  ist  von  x,  |,  q  und  a  unabhängig,  sobald  q  eine  ge- 
wisse Grenze  überschritten  hat. 

An  diesen  Ausdruck  knüpfen  wir  zunäch^st  eine  Bemerkung, 
die  sich  später  als  wichtig  erweisen  wird,  indem  wir  den  Grenz- 
übergang ({  =  -|-  oo  vollziehen  unter  der  Voraussetzung,  daß  es 
möglich  ist,  die  in  (r(,r,  |)  nicht  vorkommende  Konstaute  A  als 
Funktion  von  a  so  zu  bestimmen,  daß  der  Grenzübergang 

lim  i'X  =  lim  A  9  (u  —  ./)  =  4'„  x 

.(   L_   +  00  (I  rr  +00 

oder  doch  wenigstens  der  Grenzübergang 

]imr;(.f,|)=  Cr^{x,^) 

a  —  4-  «> 

konvergiert.  Da  nämlich,  wenn  (i  über  einer  positiven  Schranke 
liegt,  offenbar  die  Beziehung 

lim  e^i""  =  lim  c'^"'  c'-f^'  =  0 

gilt,  da  ferner  |  —  •''  ^  0,  also 
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80  folgt,  daß  die  nach  der  Gleichung  (8)  gebildete  Größe 


qGA^^^)  = 


'2i{l  +  W  Q)i-\  +  ^FjQ) 


bei  beliebig  großen  Werten  von  q  beschränkt  bleibt;  maßgebend 
ist  dal  »ei.  was  wir  über  die  Schranken  der  Größen  ^F  gt'sa^t 
haben,  die  von  p,  «,  ./■  und  |  unabhängig  sind.  Es  gibt  also 
eine  positive  Schranke  ;/  derart,  daß  q  G^^  (j',  I)  <Z  9i  sobald  q 
eine  gewisse  Schranke  i/q  überschritten  hat  und  ß  über  einer 
positiven  Schranke  liegt. 

Doch  kehren  wir  zu  endlichen  Werten  von  a  zurück.  Da 
(p  X  und  yb  x  in  diesem  Falle  ganze  Funktionen  von  q  sind,  ist  G 
eine  meromorphe  Funktion,  die  sich  nach  der  in  §  48  gebrauchten 
Methode  in  Teilbrüche  zerlegen  läßt.  Denn  im  Zähler  sind  die 
von  einem  Faktor  y^/g  freien  Glieder  ei^'",  wobei  u  einer  der 
Werte  |  —  .r,  x  -\-  ^^  2a  —  |-f  .r,  2a  —  x  —  ^  ist,  die  alle,  da 
X  -^  ^,  der  Strecke  von  0  bis  2a  angehören;  man  erhält  daher 
für  Q  G  (.r,  I)  eine  Anzahl  von  Gliedern  der  Form 


oßiu  fi^ 


q) 


r>2  Of'n  J   J 9. 

Q 


mit    konstanten   Faktoren,    oder    indem    man   diese   ändert   und 
?(  ==  2  (f  7,  2  =  (2Qa  -\-  7t)  i  setzt,  von  der  Form 


F  = 


C-/(2Qa  +  n),  /l_|_  j  r-'M    1-1-  ) 

Q  Q 


dabei  ist  0  ^  y  ^  1;  es  kann  also  y  =  c  im  Sinne  der  allgemeinen 
Theorie  des  §  4b  gesetzt  werden.  Auf  den  dort  betrachteten 
Kurven  Ü„  ist  nun  die  Größe  1   (1  -f  r')  beschränkt,  mithin  auch 

f)=       '"     ; 

1  i-c' 
man  kann  daher  für  1*  schreiben 

Q 
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und  die  letzte  Größe  ^I^  behält  die  diesem  Zeichen  zugewiesene  lie- 
schriinkthi'it  jedenfalls  auf  den  Kurven  M„  der  ^-Kbene;  die  bisher 
geltende  Bedingung  /i  ^  U  kann  wegfallen,  da  (i  {j\  | j  eine  in  q 
gerade  Funktion  ist.  Die  Grüße  Pkann  also  für  die  gleichbezeichnete 
in  §  48  genommen  werden,  und  es  folgt  wie  dort,  daß  die 
Greensche  Funktion  in  die  bilineare  Reihe  entwickelt 
werden  kann  und  daß  diese  gliedweise  differenziert  werden  darf. 
Damit  sind  die  Grundlagen  für  die  Darstellungssätze  gegeben, 
die  hier  dieselbe  Form  erhalten  wie  bei  der  reellen  Sturni- 
Liouvilleschen  Randwertaufgabe.  Die  bei  dieser  Untersuchung 
benutzte  Resolvente  für  die  Greensche  Funktion  und  die  Integral- 
gleichung für  die  Eigeufunktionen  folgen  genau  nach  der  Methode 
des  ij  28. 

Daß  aber  überhaupt  Pole  der  Greenschen  Funktion,  also 
Eigenwerte,  und  zwar  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind,  was 
in  i;  2^  aus  der  Theorie  der  reellen  Integralgleichungen  geschlossen 
werden  konnte,  ergibt  sich  hier  funktionentheoretisch  aus  der 
asymptotischen  Darstellung  (S);  diese  ergibt  für  den  Nenner  der 
Greenschen  Funktion  bei  der  Annahme  /3  ^  0  den  Ausdruck 

jp"    g —  Q  i  a 

wa  =  sin  o  a  -\ ' , 

9 

und  da  (f  a  eine  in  q  ungerade  Funktion  ist,   kann  man  für  den 

Fall  /i  ^  0  die  Formel 

(pa  =  sin  9  a  H '- 

hinzufügen.      Jetzt   schlage    man    in    der    Ebene    der   komplexen 
Größe    Q    um    die   Stellen    -j-nTi/a    einander   nicht   schneidende 
Kreise  t+„  von  gleichem  Radius;  auf  ihnen  bleiben  dann    sin  9« 
und     (*■-'     zwischen    endlichen    positiven    Schranken    und    man 


kann  setzen  / .       'P" 

Cp  (I 


sm  o  (/  I  In —    -   ) 

V        psiupa/ 

oder  kürzer 


o)  (i  =  sin  p  «  (  1  i-         , 


wobei  die  Schranken  der  neuen  Größe  V*"  auch  von  n  unabhängig 
sind.  Ist  also  n  und  damit  q  auf  dem  Kreise  t„  hinreichend 
angewachsen,  so  bleibt  die  Größe  \  -{-  ^1''  o  auf  den  Kreisen  t  von 
1  beliebig  wenig  verschieden,  kann  also,  wenn  man  sie  in  der 
.Ebene  der  komplexen  Zahlen  darstellt,  ihr  Winkelargument  nicht 
ändera,  wenn  man  f„  durchläuft;   das  Winkelargument  der  Größe 
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(f  a  muß  sich  dann  also  ebenso  ändern  wie  das  der  Größe  sin  q  a, 
d.h.  um  2-t;  der  Kreis  f„  und  ebenso  natürlich  t_„  enthält  genau 
eine  Nullstelle  der  Größe  qua,  sowie  n  hinreichend  groß  geworden 
ist.  Damit  sind  unendlich  viele  Nullstellen  des  Nenners  der 
Green  sehen  Funktion  nachgewiesen. 

Die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  bleiben  in  allem  Wesent- 
lichen erhalten,  wenn  mau  /'  nicht  wie  oben,  sondern  durch  die 
Beziehungen  ß  jj  o  o 

(Ix 
festlegt.     Dann  geben  die  Gleichungen  (3),  (4)  des  §  27,  die  von 
der  dort  vorausgesetzten  Realität  der  Größen  L  und  q  unabhängig 
sind,  genau  nach  der  hier  gebrauchten  Methode 

Ueßi=o  —  _ — _:: — I 

A  Q 

Als  Grenzbedingung  au  der  Stelle  a  werde  das  Verschwinden 
festgehalten.  Dann  kann  ^' x  wie  oben  definiert  werden;  die 
Green  sehe  Funktion  wird,  indem  wir  U  =  0x  setzen,  je  nach 
den  Fällen  x  ^  ^  durch  die  Formeln 

(U)  (:r{u,^)  =  -f-——j- j-_^-^^.,       Cr(x,^)  = 


definiert  und  im  Falle  x  <^  ^  in  folgender  Weise  asymptotisch 
dargestellt:  • 

Daraus  ist  ersichtlich,  daß  die  auf  den  Grenzübergang  a  =  -\-  oo 
bezüglichen  Erwägungen  insofern  bei  Bestand  bleiben,  daß  auch 
hier  die  Größe  q  d ^  (,<•,  |)  in  demselben  Sinne  wie  oben,  wenn  ß 
über  einer  positiven  Schranke  liegt,  beschränkt  bleibt. 

;<  äo. 
Die  Qreensche  Funktion  im  unendlichen  Qrundgebiet. 

Um  die  Sturm-Liouvillesche  Aufgabe  in  einem  bestimmten 
Falle  für  eine  unendliche  Strecke  zu  behandeln,  und  von  den 
Entwicklungen  nach  Eigeufunktionen  zu  den  dem  Fourierschen 
Integral  naciigobildeten  Integraldarstellungen  zu  kommen,  führen 
wir  in  die  Differentialgleichung 

(1)  '^/J^^+(^,2_/,)r_-o 
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die  Variable  s  =  e.-^  eiu,  so  daß  die  Strecke  der  positiven  Werte 
von  X  der  Strecke  von  s  =  1  bis  s  =  0  entspricbt.  Als  Funktion 
von  s  sei  nun  L  analytisch  und  an  der  Stelle  s  =  0  regulär  und 
=  0,  etwa  in  der  Form  — L  ;=  i,  .<? -f- />j  s» -j- •  •  •  entwickelbar, 
80  daß  das  InteL'ral 


|^  =  J-- 


einen  endlichen  Wert  hat,  entsprechend  der  in  §  49  geltonden 
Voraussetzung,  und  daß  die  dort  erhaltenen  Ergebnisse  anzu- 
wenden sind.  Die  Differentialgleichung  schreibt  sich  jetzt,  wenn 
man  noch  W  =  ^.s  F  setzt, 

(2)  s«  "^^  +  (6o  -^h,s-\-h,.^^  +  ...)W  =  U,        6o  =  9^  +  i- 
Die  determinierende  Gleichung  imSinnederFuchsschen  Theorie  ist 

und  hat  die  Wurzeln  +()/-|-;];  bei  der  Annahme 

(3)  g  =  a^ßi,         ß>-\,         r=-Qi^^, 

hat  die  Gleichung  (2)  ein  au  der  Stelle  s  =  0  verschwindendes 
Integral 

(4)  ]r=  s-- (Co -fc,s +  ..-), 

und  die  Koeffizienten  c  bestimmen  sich  aus  den  Rüeklaufformeln 

<;'o  f'n  +  c,  i„  _,  -I h  ^"-1  /^i  +  c»  f{r  -f  n)  =  0; 

die  Beziehungen 
f{r  -\-n)  =  n  (n  -  2  q  /),  /  (r  -f  n)    =  n  ^4  «^  +  (»  +  2  ^^ 

zeigen,  daß  f{r  -f-  n)  nie  verschwindet,  da  dies  «  =  0,  »  =  —  '2  ß 
erfordern  würde,  was  nach  (3)  unmöglich  ist.     Wenn  nun 

(5)  ß^  0,  o    >  1. 
so  ist  offenbar 

also 

Jetzt  seien  die  positiven  Großen  d  folgendermaßen  definiert: 
(io  >    Co  , 
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dann  folgt  nach  (6) 

Ca  9    <   Co  f'-2  -\-  CiK    <  do -^2  +  <^-ö,,       C.2Q    <  di,      c^   <  dr^\ 

CsQ     <.     ^0^3  -T  Ci  />2  +  <'2^0      <   ^31  ^3      <    dg, 

usf.;  also  allgemein 

(7)  <•„()<  d„. 

Die  Größen  d„  sind  aber  die  Koeffizienten  einer  in  einem  ge- 
wissen Gebiete  konvergenten  Potenzreihe 

r--ÄT:rB7ir_-.  ..  =  </.  +  </,»■-.',  «^  +  ■•  ■ 

Hieraus  folgt  nicht  nur,  daß  die  unter  (4)  aufgestellte  Reihe  W 
ein  ausgedehntes  Konvergenzgebiet  besitzt,  sondern  mehr.  Kon- 
vergiere die  Iieihe  b^s  -^  h.iS^  -]-  •••  in  einem  Kreise  um  den 
Puukt  s  =  0,  den  wir  il  nennen,  und  sei  in  ihm 

dann  konvergiert  auch  die  Reihe  <lo-\-  d^s  -\-  ■••  im  Kreise  Si  und 
ihr  Wert  liegt,  sowie  der  Wert  ilirer  Ableitung,  unter  einer  von 
Q  unabhängigen  Schranke  (j,  und  die  Beziehung  (7)  ergibt 

o(c,s  +  C2s2  +  . ..)<(/,         p(ri  +  2c2S-f  3C3S2  +  ...)    <  ^. 

Mail  kann  daher,  wenn  noch  Co  =  1  genommen  wird,  setzen 

W  =  s'-  (l  +  '^'),  ^P    <  y. 

Kehren  wir  also  zu  den  Veränderlichen  .'•  und   T  zurück,  so 
hat  die  Gleichung       j^  y 

'^^.^-  +  (p=-i)r=o 

unter  den  geltenden  Voraussetzungen  ein  bestimmtes  Integral 
von  der  Form 

(8)  il>  X  =  ei''^Yl  -f      ^  =  ci?  ''^ ':^^  s, 

wül)ei  ^-|}  eine  Potenzreihe  bedeutet,  ^^^ü  ^  1  ist,  uiul  in  dem  an- 
gegebenen Gebiet,  d.  h.  wenn  .s  im  Kreise  5v  liegt, 

v/»  v/r 

gesetzt  werden  darf,  wolx-i  'F  unter  einer  von  q  unabhängigen 
Schranke  verbleibt,   auch  wenn  man     (»     uueudlich  wachsen  lä(Jt. 
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Da  die  (i rußen  </  und  damit  y  von  o  unabhängig  ist,  konver- 
giert die  Reihe  W  unter  der  Voraussetzung  (ö)  in  (i  gleichmäüig, 
ist  also  als  Funktion  von  (j  regulär.  Dies  gilt  aber  auch  bei  der 
allgemeineren  Annahme  (3),  und  wenn  p  ^  1-  Denn  jedenfalls 
ist  dann  /(>"+»)>'  1,  sobald  n  eine  gewisse  Schranke  Ic  über- 
schritten hat;  man  wählt  dann  einfach  (Iq,  c?,  ,...r/jt,  was  angeht, 
so,  daü  immer 

^0  >    Co  ^         (^i  >    c^lf--         ih  >    Cfc  , 
und  daß  im  übrigen  die  Formel 

(/„  =  (],  B„  +  ,/,  7>',.  _  1  -I-  . . .  -f  f/„  _ ,  y,\ 
für  n^k  gilt;  man  hat  dann  die  Beziehung 

\c„  <^  Cob„   -{-   Cibn-i   -\ 1-   c„_i&,   <d„ 

und  die  Größen  d  ergeben  sich  als  Entwicklungskoeffizienten  des 
Bruches     ,    , 

wenn  gesetzt  wird 

e,.  =  dy  —  r/o  IK  —  d^  iy,,_i '/,-i  I^v 

Die  in  H  auftretende  Potenzreihe  konvergiert  also  bei  der 
.\nnahme  /i  >•  —  ^,  p|^l  und  wenn  s  dem  Kreise  ii  angehört, 
gleichmäßig  in  q  und  ist  als  Funktion  dieser  Größe  regulär. 
Singularitäten  kann  sie  offenbar  nur  haben,  wenn  f{'>'-\-n)  =  0, 
also  «  =:  0,  2  ß  =  — }?,  Q  =  —  l^i;  diese  Stellen  kommen  nicht 
in  Betracht.  Für  uns  ist  nur  wichtig,  daß  die  Größe  «;•./•  als 
Funktion  von  q  in  der  ganzen  Halbebene  ß^O  regulär 
ist.  Sie  verschwindet,  wenn  /3>>0,  für  x  =  -|-  c»  wie  e~^', 
ist  also  nach  x  absolut  integrierbar  ebenso  wie  il'' j:  Bei 
reellen  Werten  von  q,  d.  h.  wenn  ß  =  0,  verhält  sich  die 
Größe  ilf X  für  a:  =  -f  °°  wie  c^'^,  ist  also  beschränkt 
ebenso  wie  ihre  Ableitung. 

Mit  xl>  X  kombinieren  wir  die  in  §49  eingeführte,  durch  die 
Gleichungen  g,  0  =  U,     <p' 0  =--  q 

festgelegte  Lösung  der  Gleichung 
(10)  <p"^_(pi_L)(p  =  0, 

die  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  p  ist,  in  der  übriizens 
die  Stelle  0  auch  durch  jede  positive  ersetzt  werden  könnte; 
(px  kann,  wie  jede  Lösung,  in  der  Form 

(px  =  ei"*  '^.'i  s  -\-  p-e"  ''^^^  s 
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geschrieben  werden,  und  die  Faktoren  der  Expouentialgrößen  sind 
Potenzreihen  von  s,  also  als  Funktionen  von  .r  bis  ins  positiv 
Unendliche  beschränkt. 

Wir  führen  weiter  eine  Green  sehe  Funktion  ähnlich  der  des 
§  4'J  ein  und  setzen,  im  Falle  ^  ^  x 

im  Falle  .c  >  ^  dagegen 

die  Funktion  Gq{x,  ^)  ist  offenbar  in  x  und  i  symmetrisch. 

Die  Größe  qo't^  —  cp  t'  ist  der  Differentialgleichung  (10)  zu- 
folge, deren  Lösungen  cp  und  i'  sind,  konstant,  also  gleich 

(p'O.i'O  —  cpO.t'O  =  (f'O.i'O  =  Q.i'O; 

man  findet  daher  sofort,  indem  der  Ableitungsstrich  sich  auf  das 
erste  Argument  bezieht, 

g;,« - 0,  a  -  «;, (« +  0,  s)  =  "'^■"l-ZJ-"'^  =  1. 

Was  nun  den  Charakter  der  Größe  G'o  als  Funktion  von  q 
betrifft,  so  ist  sie  nach  dem,  was  wir  über  q)  x  und  il'  x  als  Funk- 
tionen von  9  wissen,  in  der  Halbebeue  /3  ^  0  regulär,  wo  nicht 
etwa  t^'  0  verschwindet.  Dies  ist  zunächst  bei  reellen  Werten  p 
ausgeschlossen,  weil  sonst  y\>x  sich  nur  um  einen  konstanten 
Faktor  von  der  reellen  Funktion  tfx  unterschiede,  was  nach  (8) 
unmöglich  ist. 

Wäre  ferner  j/'  0  =  0  für  einen  komplexen  Wert  von 
()  =:  «  -f  /i  ?',  in  welchem  /3  >  0,  so  hätte  die  Gleichung 

^^j^  4-(p._L)r  =  o 

eine  Lösung  i/'.r,  die  an  den  Stellen  x  rr:-  0  und  .r  ^  -f  oo  ver- 
schwände, an  letzterer  Stelle  mit  ihrer  Ableitung  und  so,  daß  sie 
bis  zur  Grenze  -\-  oo  absolut  integrierbar  ist. 

Setzt  man  jetzt  voraus,  wie  es  früher  meist  geschah,  Ij  sei 
reell,  so  wäre  die  zu  ^x  konjugiert  imaginäre  Größe  v,\x  eine 
die  eben  angeführten  Eigenschaften  mit  i;*./:  teilende  Lösung  der 
Gleichung  ^^  i-j 
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in  der  q„  =  a  —  j^  i  gesetzt  ist.  Man  könnte  also  die  Green  sehe 
Operation  anwenden  und  schließen 

+  ■»  +00 

j  {i'  i^-ö  -  r  i'o)  il  3:  +  {q;^  -  p2)  [  ^  ,/,,  d  X  =  0. 

Die  Integrale  können,  wie  geschrieben,  ins  rnendliche  er- 
streckt werden  wegen  der  auf  die  Stelle  x  =  -\-  or^  bezüglichen 
Eigenschaften  der  Größen  i'  und  ^q. 

Ferner  hat  man  nach  der  Annahme,  die  wir  widerlegen 
wollen,  i'  0  =  i'^O  =:  0;  das  erste  Integral  in  der  letzten  Gleichung 
ist  also  einfach  ,       « 

und  bleibt  die  Gleichung 

+  oo 
0 

Hier  ist  das  Integral  positiv  und  endlich;  also  folgt  q'-  —  q- 
=  0;  p  müßte,  weil  nicht  reell,  rein  imaginär,  q^  negativ  sein, 
etwa  =  —  T-,  und  t  reell. 

Dann  hätte  die  auf  die  unendliche  Strecke  von  x  =  0  bis 
X  Tz=  -\-  CO  bezügliche  Randwertaufgabe 

(11)  'i_^+(A-L)F  =  0,     V        =0 

in  F  =  i^'  X  eine  Lösung  mit  negativem  Eigenwert  k  =  —  t^.  Das 
wäre  denkbar,  wenn  L  auf  jener  Strecke  das  Vorzeichen  wechselte, 
und  zwar  könnten,  wie  besondere  auf  Sturm  zurückgehende  Re- 
trachtungen zeigen,  eine  endliche  Anzahl  solcher  Lösungen  vor- 
handen sein.  Wenn  wir  aber,  wie  früher  meist,  L  positiv  oder 
doch  nicht  negativ  anneiimcn,  so  ist  auch  r'^  -\-  L  positiv  und 
eine  Lösung  ist  unmöglich  nach  den  Retrachtungen  des  ^  26. 
Wird  also  L  auf  dem  unendlichen  Grundgebiet  von  ./  =  0  bis 
.r  =  -f  oc  nicht  negativ,  so  ist  keine  Kigenfunktion  der  differen- 
tiellen  Randwertaufgabe  (II)  vorhanden,  und  die  Green  sehe 
Funktion  Gf,{x,  |)  ist  als  Funktion  von  q  auf  der  Ilalbebene 
(i'^0  regulär. 

Wir  können   ferner   ihren  Wert   bei   großen  Werten  von     «j 
abschätzen,  indem  wir  benutzen,  daß  nach  §  40  die  Reziehung 

(12)  (p  .r  =  sin  Q  x -\- 

Kucaer     Iiitegrulgleichungpu      ■.'.  Ami  j^ 
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gilt,  also  nach  (8)  und  (U)  im  Falle  .r  ^  |,  indem  man  für  den 
Quotienten  zweier  Ausdrücke  1  -f  '/*/p  einen  ebensolchen  schreibt, 

+  ,-^'1  ('  +  «.)■ 

Die  hier  auftretenden  Exponeutialgrößen  sind,  da  ^  ^  x  und 
/i  ^  0,  absolut  nicht  größer  als  1,  die  iSchranken  der  Größen    W 
wie  in  den  Gleichungen  (9)  und  (12)  von  u;  |  und  q  unabhängig; 
es    gibt  also   solche   positive  Größen   (j   und   (jo,   daß  all- 
gemein qGq{x,  !);<(/, 

sobald  Q  >  <7oi  /^  ^  0.  Diese  Ungleichung  ist  wie  die  Glei- 
chungen (9)  nur  gesichert,  wenn  s  =  e-^  dem  Kreise  iv  angehört, 
d.  h.  wenn  x  und  ^  eine  gewisse  Schranke  Xq  überschreiten.  Diese 
darf  aber  gleich  0  gesetzt  w^erden ,  indem  man  Xq  +  ./'  an  Stelle 
von  x  einführt,  wodurch  sich  die  ganze  Aufgabe  nur  unwesentlich 
ändert;  wie  ja  schon  bei  der  Betrachtung  der  Größen  «jpO,  i^-U 
hervorgehoben  wurde,  daß  man  0  durch  einen  anderen  Wert 
ersetzen  kann. 

Jetzt  ergibt  sich  eine  besondere  Form  des  Caucliy scheu 
Integrals  der  Größe  G,,  als  Funktion  der  komplexen  Größe  q. 
Seien  C»  positive  Konstante,  6  =  y  -\-  d  i,  y  und  ö  reell,  Ö  >  0, 
und  sei  9t  der  Umfang  des  Rechtecks  mit  den  Ecken  — (\,  -\-  ('.., 
Cz  +  iC^,  — (\  -\-iC3  im  positiven  linlaufssinn;  in  seinem  Innern 
liegt  die  Stelle  0,  sobald  die  Größen  (',.  hinreichend  groß  sind. 
Dann  hat  man  die  Formel 

Ol 

und  wenn  die  Größen  C\,  groß  werden,  so  werden  die  Teile  des 
Integrals  über  9i\  die  nicht  längs  der  reellen  Achse  gebildet  sind, 
unendlich  abnehmen,  da  dies  von  jedem  Integral 

C    31  dg 

J  ('(P  — "') 
gilt,  in  welchem  M  beschränkt  bleibt,  und  21  =  {)  (j,j{x,  $)  gesetzt 
werden  kann. 

In  der  (Jrenze  folgt  somit 

+  » 
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Ferner  ist  offenbar 

da  der  Into^rand  im  Innern  der  I'mfangslinie  iK  und  auf  ihr  in 
Q  regulär  ist,  und  man  kann  sich  auch  hier  auf  die  Integration 
längs  der  reellen  Achse  beschränken: 

somit  folgt,  wenn  ö  =  y  -\-  Ö  i,  d  >-  0, 

+  « 
(16)  ^"■'^'^-)-T^i\     ^2-_-ä.—  • 


§  51- 
Die  Fourier-Hilbsche  Intcgraldarstellung  willkürlicher  Funktionen. 

Die  Formel  (-r..{x,i)  =  ^^^tt-, 

in  der  .<■  ^  |  vorausgesetzt  wird ,  zeigt  nach  dem ,  was  in  §  50 
über  das  Verhalten  der  Größe  tl^x  festgestellt  ist,  daß  (r„,  wenn  q 
imaginär,  also  /3  >>  0  ist,  ins  positiv  Unendliche  absolut  integriert 
werden  kann.  Dasselbe  gilt  von  dem  Produkt  (r„(a-,  |)  (^«(.r, /;), 
wenn  g  reell  und  ö  imaginär  ist;  sei  fortan  6=:'y-^di,d^0' 
Der  Ableitungsstrich  beziehe  sich  auf  das  erste  Argument;  dann 
gelten  die  Gleichungen 

^  (-1  ('^>  t)-h{Q'-L)  G,  (.r,  I)  =  0,     G,  (0,  ^)  =  0, 

^'ö  (.r,  y})  +  (ö2  _  /.)  rV,  (.r,  t)  =  0,      G,  (0,  r})  =  0, 

aus  denen  durch  Greensche  Kombination  folgt 

X 

[ ^^^  \  G„  (u-,  n)  G:, ( .1-,  t)  -  ^r,,  (x,  t)  r;;  (r,  r,  >!  ,/ .(• 

X 

15« 
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oder,  wenn  r  jede  der  (Irößen  t  uud  >/  übersteigt,  mit  Rücksicht 
auf  die  Unstetigkeiten  der  Ableitungen  G'g{x,^)  und  G'„{x,i])  an 
den  Stelleu  |  und  )/ 


X 

_|_  (p2  _  (j2 )  f  r;,, (a;,  I)  Go  (i\  ri)dx  =  0. 


Hier  konvergiert  das  Integral,  auch  bei  reellen  Werten  p,  wenn 
man  .r  über  alle  Grenzen  wachsen  läßt,  während  die  Größen  G,, 
und  G',,  beschränkt  bleiljeu,  Gr.  und  G,,  aber  verschwinden,  und 
mau  erhält  die  Fredholm-Hilbertsche  Kesolveute 

-j-oc 

(2)     G„  (!,»?)-  G,  (I,  n)  +  {q-^-  ö2)  j  Gg  (x,  I)  Go (a-,  7j)dx  =  0. 

0 

Sei   nun  weiter  Fx  eine   bei    positiven   Werten  von  x  noch 
näher  zu  kennzeichnende  reelle  Funktion;  sei  FO  =  0  und  werde 
F"x  +  (ö^  —  L)Fx  =  —fx 

gesetzt;  die  Greensche  Verknüpfung  dieser  mit  der  zweiten 
Gleichung  (Ij  ergibt  dann,  wenn  x  '^  rj^ 

X  X 

-  Fn  -f  \F'x.  G,  (x,t])  —  Fx.  G'aix.ti)]    ^{f.r.G,{x,  7;)  dx  =  0, 

0  u 

also,  wenn  fx  stetig  und  für  alle  positiven  Werte  von  .r  beschränkt 
ist,  mit  geänderter  Bezeichnung 

(3j  F^=^G,{x,^)fx.dx; 

0 

das  Integral  konvergiert  wegen  des  Verlialtens  von  G„  im  Un- 
endlichen. Die  Funktion  Fx  erscheint  hiermit  quellenmäßig 
dargestellt;  um  die  für  fx  geltende  Voraussetzung  zu  erfüllen, 
werde  zunächst  festgesetzt,  daß  Fr  mit  den  ersten  beiden  Ab- 
leitungen stetig  und  beschränkt  sei;  wir  fügen  sogleich  noch  eine 
weitere  Voraussetzung  liin/.u. 

Multipliziert  man  diu  (Ueichung  (2)  mit  /  »/    und   integriert, 
so  ergibt  sich 

+    X  +    OB  f  CO 

^''^  =  1  f^ßi^^  n)fn-du  -(p'^-ö'»)  f  /  '/•''  n\  (^o{x,^)  G,{x,ii)dx- 
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(las  erste  Integral  hat  einen  Sinn,  wenn  wir  die  Griilien  I'\  /*\  F" 
ins  positiv  Uneudliche  absolut  integrierbar  voraussetzen,  womit 
dasselbe  für  /'./•  gilt.  Wenn  nun,  was  einen  besonderen  Beweis 
erfordert,  die  Integrationen  im  zweiten  Integral  vertauscht  werden 
dürfen,  so  folgt,  mit  leicht  geänderten  Zeichen, 

^    -r  -(-X 

( 4 )        Fx  =     (r^, (.< ,  u)  fa.drA  ~to^  —  (5--i )  I  G,_, U,  u) Fa . d u. 

0  0 

Anderseits  folgt  aus  der  Gleichung  (13)  des  §  50,  indem  man 
den  dort  gegebenen  Wert  von  (r^,   in   die  Gleichung  (3)  einsetzt, 

0  —  I  * 

und  wenn,  was  noch  nachzuweisen  ist,  die  Integrationen  ver- 
tauscht werden  dürfen,  indem  man  ^  und  x  durch  x  und  a  ersetzt, 

Setzen  wir  hier  für  das  innere  Integral  den  Wert,  den  die 
Gleichung  (4)  ergibt,  so  folgt 

^''  =  2 1 ,  J  l^-l  ■  -f  *  +  2i7 1 2  M  9  j  «.  C^-,  «)  Fa .  ,/«, 

A  OD  0 

und  da  das  erste  Integral  rechts  verschwindet,  ergibt  sieh  die 
Hauptformel 


(7) 


+  1         -I 
Fx  =  — ;  I  p  (/ 9  I  ^r,,  l.r.  a)Fu.du, 


wobei  beachtet  werde,  daß  G,_,  ( .< ,  a)  auch  bei  reellen  Werten  von  q 
nicht  reell  ist;  die  Funktion  Fx  ist,  wir  wiederholen  es,  wie  ihre 
ersten  beiden  Ableitungen  stetig  und  ins  positiv  Unendliche 
absolut  integrierbar  und  verschwindet  an  der  Stelle  .r  =  U. 

Was  nun  nachträglich  die  Vertauschung  der  Integrationen 
in  der  Formel  (5)  betrifft,  so  kann  zunächst  das  innere  Integral 
in  die  Form  ,.  /  •   ,  „  > . 
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zurückversetzt  werden,  aus  der  es  ubeu  entstauden  ist;  das  zu 
untersuchende  Integral  ist  dann,  indem  c  eine  positive  Konstante 
bedeutet, 

(8)  =f_''^fr;,,(,.,i)/>.rf..+  fÄ.dxf  ■'•!,^-;'^ 


;X  0  r  !){ 


J  ()  —  ö  J 

tii 

liier  übersiebt  man  leicht,  daß  das  zweite  und  dritte  Doppel- 
integral  beliebig  klein  gemacht  werden  können,  indem  man  c 
wachsen  läßt,  denn    fx\  ist  bis  zur  Grenze  -f  cc  integrierbar  und 


2:n }        Q  —  6 


liegt  unter  einer  von  .r  unabhängigen  Schranke ;  q  (t„  (.r,  |)  ist 
auf  dem  Umfang  Üf  beschränkt,  wie  weit  man  auch  'K  ausdehnen 
möge;  in  dem  Doppelintegral 

— _^     (r,,{x,i)fx.dx 
k  -  0 

kann  das  innere  Integral  als  Größe  y^"  q  geschrieben  werden, 
wobei  die  Schranke  der  Grüße  W  von  der  Ausdehnung  des 
liechtecks  9?  unabhängig  ist;  auch  erhält  dieses  Doppelintegral, 
wenn  man  —  6  für  ö  schreibt,  den  Wert  Null.  Man  erhält  also, 
indem  man  9i  unendlich  ausdehnt,  die  Form 


\Xl\<^..u-r.f..ä., 


womit  die  Formel  (6)  bewiesen  ist. 

I-'Jn    zweiter  Nachtrag    muß,    um    die  Formel  (4)    zu    sichern, 
dir  N'ertauschbarkeit  der  Integrationen  in  dem   Integral 
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erweisen.  Wir  zerlegen  dasselbe  nucli  dem  leicht  verständlichen 
Schema         +x     +»  +»     i-,.  + -x     ,; 

I  (Irj  j  Mdx  =   ff/»/  [jltLr   1    I  (h]{Md> 

II  (I  (I  l;  II  0 

und  erweisen  die  Behauptung  in  jedem  der  so  erhaltenen  Aus- 
drücke nach  derselben  Methode;  im  Integrationsgebiet  des  zweiten 
Integrals  rechts  ist  dann  immer  J"  ^  rji  und  man  integriert  in 
der  a»;- Ebene  über  den  bei  gewöhnlicher  Zählung  zweiten  Oktanten. 
Bei  der  Vertauschung  der  Integrationen  ändern  sich  die  Grenzen, 
und  wir  behaupten 

+  X  ),  +00+00 

( \))  j  rf »/  I  Md  ä-  =  \dj\  Md }} ; 

0  0  Ol 

dabei  ist  jetzt  immer  zu  setzen 

wenn  wir  bei  den  zur  Bildung  der  Größe  G^  benutzten  Funk- 
tionen q  und  n'  den  komplexen  Parameter  ö  sichtbar  machen. 
Nach  >j  .')(>  kann  mau  nun  ansetzen 

wobei  auch  q  für  ö  eintreten  kann,  und  die  Faktoren  ^^^  sind  als 
Funktionen  von  ./  für  alle  positiven  Werte  beschränkt;  ferner 
sind  in  den  Größen 

alle  Exponeiitiellen  mit  imaginärem  Exponenten,  da  q  reell  ist, 
beschränkt;  dasselbe  gilt  also  von  Cr„(u",  |)  und  man  kann  setzen 
( 10)  M  =  ft].(Ni e('  +  v)6  -f  iVaC-Ci -*)*), 

wobei  die  Größen  N  im  ganzen  Integrationsgebiet  beschränkt, 
d.  h.  absolut  unter  einer  von  ,/  und  r,  unabhängigen  Schranke 
gelegen  sind. 

Um  nun  zum  Beweis  der  Formel  (9)  zu  kommen,   schreiben 
wir,  unter  /y  eine  positive  Größe  verstehend, 

J  =  Lh,  {Mdx  =  I  dn  {mdu  +  U/'/  I  '^^(i-i-  =  Jx  -  Ji^ 

OD  0  0  <7  0 

+  X4-I  .;  (7  +i*x  <j  +x 

J  ^  \dx  \Mdii   -  \dj  \Md1^  -(-  \dx  \Mdii  +  j(/.r  1  U,/,, 

o  r  0  I  ;/  0  g 
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dabei  sind  -/,  und  J,,  die  Summanden  der  Summen  von  Doppel- 
integralen in  der  Folge,  wie  sie  hingeschrieben  sind.  Offenbar 
ist  Jj  =r  Jj,  da  beide  Integrale  sich  über  die  Fläche  des  Dreiecks 
erstrecken,  das  in  einer  ./>;- Ebene  von  den  Geraden  a;  =  o, 
ij  z=  (f^  X  =  1]  begrenzt  wird  und  M  im  Endlichen  stetig  ist, 
80  daß  die  Integrationen  vertauscht  werden  dürfen.  Weiter  zeigen 
wir,  daß  durch  passende  Wahl  von  y  die  integrale  Jn.  J.^  und  J^ 
absolut  beliebig  herabgedrückt  werden  können;  damit  wird  dann 
die  Gleichung  (9)  oder  J  =z  J  erwiesen  sein.  Zu  diesem  Zweck 
beachten  wir  zunächst  nur  die  mit  dem  Faktor  N^  behafteten 
Teile  des  Integranden  und  finden  als  Teile  von  J^.  Jo  und  Jg 

4-  »  /;  -r  00  +  <» 


9  -r  » 


die  alle  drei  offenbar  beliebig  klein  werden,  wenn  y  hinreichend 
gewachsen  ist,  da  JN'i  ja  beschränkt  ist  und  /'»/  ins  rneudliche 
absolut  integrierbar. 

Etwas  schwieriger  liegt  die  Sache  bei  den  mit  X,  behafteten 
Teilen.  Im  Integral  J^  ist  das  betreffende  Integral  unter  der 
Grenze  4-  x  ,; 

fr}  e-'i'Uh]      iVa  e^'^^dx; 
',  0 

das  innere  Integral  liegt,  wenn  z.B.  iVj  <;  A  und  A  von  ./  und  tj 
unabhängig  ist,  unter  dem  Werte 

e'if>  —  1 

^— «— • 

also  das  ganze  unter  einer  Schranke 

+  00 

Js\^.fv<Jv, 

wobei  Ji  von  //  unabhängig  ist;  diese  Größe  kann  also  durch 
hinreichend  große  Werte  von  //  beliebig  klein  gemacht  werden. 
In  dj  lindet  man  für  den  /weiten  Teil 

+  00  4-00  4-00  -t-» 

(11)        \dx.r''>{N.,e-'''ftj.di]   <.-!  I  dx.r"''  [  f ,,  <-  '  ^/ »/, 


^  f.1.  Fuiiktionentheoretische  Methoden.  233 

und    hier   ist    nacli    dem    zweiten    Mittelwertsatze,    da  e~''^   eine 
monotone  Funktion  ist, 

+  00  Jn 

(12)  j   fii  p-'>'V^/ =  f--^|   fu  (hj,        ro>x->(/; 

die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (11)  ist  also  kleiner  als 


A\dx\  ff]  </>;. 


9  ^ 

Diese  Grüße   wird   erst   dann   bei  wachsenden  Werten  von  y   mit 
Sicherheit  beliebig  klein,  wenn  wir  annehmen,  die  Grüße 

+  » 

sei  als  Funktion  von  x  ins  positiv  Unendliche  integrierbai-.  Dazu 
genügt  es,  wenn  die  Funktionen  i'\r,  F'x^  F" x  sich  im  positiv 
Unendlichen  verhalten  wie  eine  Potenz  j:"*,  in  welcher  /»\>  2; 
d.  h.  wir  setzen  fest,  daß  die  Größen  x^  Fx  ,  x^  F' x  ,  a*  F" x 
im  positiv  Unendlichen  beschränkt  bleiben.  Alsdann  wird 
auch  das  ganze  Integral  Jo  bei  wachsenden  Werten  von  g  be- 
liebig klein. 

Dasselbe  Verhalten  ist  jetzt  auch  an  dem  mit  N^  behafteten 
Teil  des  Integrals  J-j  zu  erkennen;  er  erfüllt  zunächst  die  Un- 
gleichung 

<J  -f  OD  ,  g  +0D 

\dx.e^''''\y^e-'>''' fi].ch]   <.-!    e^<^</.r    e-'^'V>^  di], 
deren  rechte  Seite  nach  (12)  kleiner  ist  als 

(13)  A[dx\  fn  ^i^i<^^ü\  fn  (i'h 

Bei  großen  Werten  von  a;  kann  man  aber  nach  den  jetzt  geltenden 
Voraussetzungen,  wenn  B  eine  Konstante  bedeutet, 

setzen ;  daraus  folgt  ' 

4-  OD 


:'\  '^'">•l<^i_l^g.^.' 
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uiul  da  /i  —  2  positiv  ist,  verschwindet  die  rechte  Seite  der  Uii- 
gleichiiug  (13),  wenn  //  ül>er  alle  Oreuzen  wächst;  dasselbe  gilt  somit 
von  f/(,  und  die  Gleichung  J=  J  oder  (*J)  ist  vollständig  bewiesen. 
Führen  wir  noch  dieselbe  Betrachtung  für  das  über  den 
ersten  Oktanten  der  .'7j- Ebene  erstreckte  Doppelintegral  durch, 
so  ist  auch  die  Vertauschbarkeit  der  Integrationen  in  dem  Integral 

I  / '/  •  d  1]     Go  {J-\  I)  Oa  (x,  t;)  d  a-  =     G^  (jc,  |)  Fx  .  d  x 

0  0  0 

bewiesen  und  damit  auch  der  Beweis  der  Hauptformel  (7)   unter 
den  jetzt  geltenden  Voraussetzungen  endgültig  vollendet. 

Will  man  diese  in  reelle  Form  bringen,  so  ist  zu  bedenken, 
daß,  wenn  man  q  durch  — q  ersetzt,  die  reelle  Größe  (f  x  q 
ungeändert  bleibt,  die  imaginäre  tl>x,tl:0  aber  in  die  ihr  konju- 
gierte übergeht.  Da  nun  Fx  reell,  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  der  Hauptformel  (7)  oder 

+    X  +30 

I^  =  \  j  pfZp  [  GJx,  ^)Fx.dx 
—  3       (I 
also  rein  imaginär  ist,  so  geht  es  in  den  konjugierten,  d.  h.  den 
entgegengesetzten  Wert  über,  wenn   man   q  durch    — q  ersetzt; 
man  kann  also  die  Hauptformel  auch  schreiben 

+  -J-.  +  a 

(14)  F^  =  :^^  .\q<Iq  \[Gjx,^)—G_Jx,^)]Fx.dr. 

—  -j.  0 

Ist  nun  i/'o^  die  zu  t'X  konjugiert  imaginäre  Größe,    so  gilt 
auch  für  sie,  da  p  reell  ist,  die  Gleichung 
A>'l.^{q''  —  lAt\  =  0; 
man    kann    daher,    unter  Q   einen    von   .r    unabhängigen  Faktor 
verstehend,  setzen 

(15)  Q.^)X=^  i/oO.T^'.r  —  ^^•0.l^•o.r 
und  erhält  für  den  Fall  x  <i^ 

qp^  I  J/'J  _  ^'o  I     ^Q^>x.tfl 

also  einen  Ausdruck,    der  auch   bei   der   Annahme  a"  >  i  gültig 
bleibt,  und  die  Formel  (14)  ergibt 
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Dieser  Ausdnick  wird  vijllij;  greifbar,  wenn  wir  daran  erinnern, 
daß  gesetzt  war  oder  zu  setzen  ist 

wobei  "^^  und  'l^o  l^otenzreihen  mit  konjugiert  imaginären  Koeffi- 
zienten bedeuten,  die  aber  stetig  bis  zur  Stelle  s  =  \  fortgesetzt 
werden  können;  man  findet  jetzt  aus  der  Gleichung  (15j  und  der 
immer  geltenden  Beziehung  g'O  ^^  g  sofort 

Dies  Ergebnis  auf  die  am  Ende  des  §  49  betrachteten  Cirenz- 
bedingungen  zu  übertragen ,  bietet  keine  Schwierigkeit.  Man 
setzt  im  Falle  3-<^^,  entsprechend  der  nach  §49  abgeänderten 
Größe  Go: 

Der   in   der  Halbebene  ß'^0  reguläre  Nennerfaktor   «/-'O  — /ti^-O 

kann  für  keinen  Wert  von  q  verschwinden,  weil  dann  die  Iland- 

wertaufgabe 

r/-'  V  '''  dV  " 

''1^,;._L|K=  U,     V    =0,     y—hV=o 


dx^^'  '      ~     '  —  ^'     d 


eine  stetige  Lösung  hätte,  was  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
Falle  h  =  oo  als  unmöglich  erweist,  wenn  L  auf  dem  Grund- 
gebiet positiv  ist.  Die  Untersuchungen  des  §  50  wie  des  gegen- 
wärtigen bleiben  erhalten,  besonders  die  Greenschen  Operationen 
verlaufen  rechnerisch  wie  früher,  und  erhalten  bleibt  die  Ilaupt- 
formel  (7)  mit  der  Bedingung  F'O  —  hFO  =  0. 

§  5'2. 

Integraldarstellungen  in  trigonometrischen  und  Besselschen 

Funktionen. 

Die  Annahme  L  =  0  führt  auf  die  Gleichung 

und  ergibt  sofort,  wenn  die  Randbedingung  1'  ■>=--0  und  J^  i  ist, 

^  j-  =  sin  QXy    i'X  =  c-"%    i^'o^-  =  e-i"^,     G^U-,  $)  = 
Q(p^  =  C'^— i/'ol  =  2/8in()|,     (,>     -  2/; 
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die  Formel  §  51  (14)  gibt,  wenn  FO  =  0,  das  bekannte  Ergebnis 

/''a*  =  -  I  f? p     /''«  .  sin  p  jc  sin  oa  da, 
die  Grundformel  §  51  (7)  würde  geben 
T  /  Fr  —     rf  p     f i" -"  sin  9  «  .  i*' « .  (/  a  -f  K/  p    fj'"  sin  q  x  Fa .  d «. 

—  r.         II  —  00         X 

Nimmt  mau  dagegen  als  Grenzbedingung 

r/  F      ,  „  0  ,   hBmgx 

d  .V  Q 

so  gibt  die  Formel  i;  51  (16)  für  den  Fall  x^^ 


G^.ix, ^)  =  (^-  cos  p.- ^— j  -^.-— ,- , 

-    X  +00 

i-  1   i'  p'(/p    fx^     /  ,   /<siup.r\  /  /<sinpa\  , 

CC  0 

und  wenn  man  h  =  0  setzt,  ergibt  sich  die  bekannte  Formel 

+    X  +    (30 

Fx  r=  —    (if  p  I  Fa .  cos p «  cos qx .da 

—  00        0 

mit  der  Bedingung  F'  0  =  0. 

Besselsche  Funktionen  treten  auf  bei  der  Randwertaufgabe 

dx  (^  ^'  1 1)  +  ( '^  +  P")  F  =  0,     K  0  endlich,   T'  "  =  0 ; 

die  Differentialgleichung  fällt  nicht  ganz  unter  die  in  Ji  51  unter- 
suchte Art;  die  nütif^en  Abänderungi'u  der  Theorie  sind  abor 
leicht  zu  übersc'iien  und  allos  kiinn  aus  den  bekannten  Kigun- 
schaften  der  Be sseischen  Funktionen  bestätigt  werden.  Diese 
führen  wir  damit  ein,  dnli  die.  Gleichung 

die  Lösungen  j(Q]h)  und   h'{[>].i  )  hat,  wobei  wie  immer 
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gesetzt  ist  und  '!>  eiue  Poteuzreihe,  A  eine  Konstante  bedeutet. 
Die  Konstante  Ä  sei,  wie  üblich,  so  gewühlt,  daß  bei  großen 
Werten  von    u'  die  asymptotischen  Darstellungen 


'2  cos 


(l—u)  2sin(|-u) 


(2)  J  M  ~      —  ,  ,     A'  u 

gelten,  aus  denen  folgt,  daß  die  der  Differentialgleichung  gemäß 
konstante  Größe  u{Ju.K'u  —  J'u.Ku)  durch  die  Gleichung 

(3)  Ju.K'u- J'u.Ku  =  —  ^ 

^  71 U 

bestimmt  wird.     Setzt  man  hier  die  Reihen  (1)  ein  und  integriert 
über  den  Kreis    u    =  r,  so  verschwinden  alle  Integrale 

j  «"  log  u  (l  n 

mit  /•   und   auf   der  linken   Seite   der  integrierten  Gleichung  (3) 
bleibt  nur  das  Glied  r^u 


Cdu 
J   ^* 


übrig,  das  durch  Vergleich  mit  der  rechten  Seite  den  \Vert 

71 

ergibt.  Hieraus  folgt  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Grüße  Ku 
im  Reellen.  Sie  werde  bei  positiven  Werten  von  u  reell  genommen; 
man  lasse  dann  u  durch  die  obere  Halbebene  der  komplexen 
Größe  u  von  positiven  Werten  mit  festem  u  zu  negativen  Werten 
übergehen;  dann  gewinnt  der  anfangs  reelle  Wert  log  u,  stetig 
sich  ändernd,  den  Zuwachs  7ii,  und  es  folgt,  wenn  m  >»  0  ist, 

(4)  K{—  u )  =  Ku  -f  A  7Ti  .Jn  =  K u  —  2  / .  Ju , 

wobei  aber  K( — u)  in  der  angegebenen  besonderen  Weise  fest- 
gelegt ist. 

P^rwähneu    wir    noch,     daß    den     Gleichungen    (2)     zufolge 
asymptotisch 

2  i  (  M ) 

Ku  /         7x\        .  e    ^       ^-^  —  l 

gesetzt  werden  kann;  sind  also  v  und  ir  reelle  Grüßen,  ist 
ti  =  y  -|-  w  /',  und  läßt  man  jc-  =  -j-  oo  werden,  so  ergibt  sich 

(5)  lim^'"--/. 
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Jetzt  bilden  wir  im  Sinue  des  ausgesprochenen  Randwert- 
problems eine  Greensche  Funktion  für  die  Strecke  von  (>  bis  a 
mit  den  kennzeichnenden  Eigenschaften 

^  { 4  X  G' (.r, I))  -^Q^G  (X,  ^)  =  0,     G  (a,  ^)  ■=  0, 

(  O  )  11  X 

G  (0, 1)  endlich ,     ^xG'  {x,  ^)  ']~^  =  1. 

Dann  sind  die  Größen  J(«ya;),  in  denen  J(u\a)  =  0  gesetzt  ist, 
Eigenfuuktionen  des  Kerns  G  (x,  |)  und  man  findet  für  diesen  im 
Falle  X  ^  I  den  Ausdruck 

G(x,  I)  =  -  ^-^-|/4  {J{Q]i)K{Q  ]ä)-j(g  ]^)  K(o  ]'!)] , 
4:J{Q]/a) 

der,  wenn  wir  wie  in  §  49  jetzt  a  =  -\-  oo  setzen,  in  eine  Grenz- 
gestalt G ^,  die  Greensche  Funktion  für  die  Strecke  von  0  bis  -j-  cc 
übergellt.  Dazu  muß  angenommen  werden,  wenn  q  =  u  -\-  ßi 
und  «,  ß  reelle  Größen  sind,  /3  ^  0;  setzen  wir  u  =  Q\a,  so  ibt 
tv  =  ß\a  und  die  Formel  (5)  ergibt  für  K(q  ]ii  )  'hQ]a)  den 
Grenzwert  —  i.     So  erhält  man  die  Formel 

(7)     G^{x,t)=^'^  j(Q]'x)[jiQ\J)-iK{Q\j)]  =  G,{x,^\ 

so  daß  nebenbei  bemerkt  die  in  q  meromorphe,  den  Parameter  a 
enthaltende  Funktion  durch  den  Grenzübergang  a  =  -f  oo  in 
eine  vieldeutige  Funktion  von  q  übergangen  ist.  Der  letzte  Faktor 
der  Größe  (r„  wäre  nach  §  49  durch  i<ao^  zu  bezeichnen.  Er- 
setzt man  in  den  Gleichungen  (6)  die  Größe  q  durch  ö,  so  findet 
man  für  G,.  und  G^  die  Ilesolvente  in  der  Form  der  Gleichung  (2) 
des  §  51. 

Die  Differenz  J{q  ]  x)  —  i K{q  ]  x)  ist,  wie  die  asymptotischen 
Formeln  zeigen,  das  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmte 
Integral  der  Gleichung 

das  für  ./•  =  -|-  oc  verschwindet  wie  die  erste  der  Größen 

während  in  jedem  anderen  Integral  ein  die  zweite  Größe  ent- 
haltender Summand  auftritt;  jene  Differenz  ist  die  Funktion  U^x 
unserer  allgemeinen  'riicorie.     Die  (irößo  G,,  hat  einen  Sinn  auch 
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für  rfellc  Werte  vun  <);  sie  ist  in  der  Halbebene  ^^0  überall 
regulär  mit  Ausnahme  der  Stelle  q  =  0.  Trotzdem  kann  in  der 
Bezeichnung  des  §  50  die  Gleichung 

(8)  ^"^(^'')-2;r0   'J^V-- 

•H 

angesetzt  werden;  denn  schließt  man  die  singulare  Stelle  aus  der 

Integrationsbahn  Hl  aus,  indem  man  sie  auf  einem  der  Halbebene 

li  ^  0   augehörigen  Halbkreise   umgeht,   dessen  Mittelpunkt   die 

Stelle    Q  =  0    und   dessen    Radius   r  ist,    so   werden   wieder   die 

Integrale  ,•      ,  , 

°  I  H" log  u d u 

über  den  Halbkreis    u   =  r  erstreckt  mit  /•  unendlich  klein. 

Bei  großen  Werten  von  q  zeigen  die  Formeln  (2),  daß  die 
Größe  q(xq{x^^)^  in  der  wir  jetzt  x  und  t.  positiv  annehmen, 
siA  asymptotisch  zusammensetzt  aus  den  Exponentiellen 

wobei  im  Exponenten  nur  Imaginäres  weggelassen  ist;  die  Be- 
schränktheit ist  auch  im  Falle  /j  =  0  ersichtlich,  da  ^  i — y.r 
nicht  negativ  ist.  Man  kann  daher,  wie  in  §  50,  aus  der 
Gleichung  (8)  schließen  +<» 

—  00 

Um  nun  zu  den  Darstellungsformeln  zu  gelangen,  setzen  wir, 
wenn  Fx  auf  der  Strecke  von  0  bis  +  oo  mit  i'  x  und  F" x  die 
in  >;  51  geforderten  Eigenschaften  haben  und  i*  0  endlich  ist, 

(4./F'.r)'+ö2i''.r  ^  —fx, 

wobei  ö  =  7  +  ö/,  7  und  d  reell  und  (i  >»  0  sei.  Dann  folgt 
durch  die  Greensche  Operation  aus  dieser  Gleichung  und  der 
Differentialgleichung  (6),  in  der  q  durch  ö  ei'setzt  wird, 

Fx  =  JG„{x,^)fx.dx, 

hieraus  weiter  nach  der  Methode  des  §  51  die  Hauptformel  (14), 
die  wir  jetzt  schreiben 

Fx  =         \  o  <l  (i  \  (r  ,.{x,u)  Fa.dci —       Ipf/pM»    ,,{.t\a\Fu.<la. 
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NuD  ist  der  Formel  (7)  zufolge,  h  r-z  q]  ^  gesetzt, 
G^.  (./.  f/.)  -  r;_,,  (./•,  aj  =  ^  I  A'  (o  ]u)-K(     i,]a)]j(Q]  r  ) 

=--  ""/  -/((,)«)  J(()].i); 
die  vorletzte  Gleichung  ergibt  somit 

1  r        r 

F./'  =  2      9  (/  p     J(y  )«)./(  p  )./  )  7V/. .  f/«, 
b  0 

oder  wenn  wir  F(x^)  =  0x  setzen 

+  00  -fr 

0x  =    Qfigi  ./(o/i|./(/i./  ).0/J./i(//i. 

0  0 

Dieselbe    Formel   ergibt    sich    übrigens   auch,   wenn   man  J„  an 
Stelle  von  J  setzt. 


Siebenter  Abschnitt. 
rnsviinnetrische  Kerne  und  das  Dirichletsclie  Problem. 


§  53. 
Integralgleichungen  mit  unsymmetrischem  Kern. 

In  §  44  ist  gezeigt,  daß,  wenn  als  Kern  eine  der  in  §  36  ein- 
gefülirten  Greenschen  Funktionen  genommen  wird,  oder  über- 
haupt der  Kern  gewisse  Stetigkeitsbedingungen  allgemeinen 
(Uiarakters  erfüllt,  die  Reihe 

(1)  '■^^'^'^^fa.cp,^a.da, 

in  der  überall  durch  das  Grundgebiet  integriert  wird  und  /"«  in 
diesem  eine  stetige  Funktion  der  Stelle  u  bedeutet,  gleichmäßig 
und  absolut  konvergiert  und  den  Wert 

I  K(.i\  u)  fa.dx 

hat.  Daraus  folgt  nach  §23  die  Schmidtsche  Formel,  d.h.  die 
Reihe  i, «, 

(p  X-  =  fx  -\-  k'^  A^^^    /  « .  (jp„a .  rf«, 
rt      "         '' 
konvergiert  in  derselben  Weise  wie  die  Reihe  (1),   sobald  A  eine 
von   den  Eigenwerten   A„  verschiedene   Konstante   bedeutet,    und 
erfüllt  die  Cileichung 


cpx  ^  fx  -\-  l\  K  (./ ,  u)(f>u.  d  a. 


Wir  wollen  den  Inhalt  dieser  Aussage  etwas  anders  aus- 
sprechen, indem  wir  den  Faktor  A  in  den  Kern  hineinziehen. 
Dann  können  wir  sagen:  es  gibt  eine  im  Grundgebiet  stetige 
Lösung  der  nichthomogenen  Integralgleichung 

(2)  93  X  =  /'./•  4      K{x,  u)  (p  ci.d  a 

K  110 »er,  Integralgleichuiigon.     2.  Autl.  26 
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mit  symmetrischem  Kern,  sobald  dieser  keine  NuUösung  besitzt. 
Darunter  verstehen  wir  eine  Lösung  der  letzten  Gleichung,  die 
sich  ergeben  würde,  wenn  fx  identisch  verschwindet,  also  eine 
Lösung  der  Gleichung 

9)  .r  =     X  (r,  a)  9?  a  .  d  a. 

Die  Lösung  der  Gleichung  (2)  kann  offenbar  nur  mit  f  x  zugleich 
identisch  verschwinden. 

In  dieser  Form  bleibt  das  erhaltene  Resultat  gültig,  wenn 
der  Kern  K{x,y)  nicht  mehr  als  symmetrisch  vorausgesetzt  wird. 
Versuchen  wir  nämlich  jetzt  die  Gleichung  (2)  durch  den  Ansatz 

(3)  (p  X  =  tx  —  \  K{tt, ./■)  i'u.da 
zu  erfüllen,  so  ergibt  sich 

\K{x, u)<f.a.da  =  \ K{x, a)xl.'u.du—\  daK(x, a) .  |  K{ß, a)  n- ß . d ß. 
oder,  indem  die  Integrationen  im  letzten  Gliede  vertauscht  werden, 
I  K{x,  a)  qp  «  .  (/  a  =     K{x,  a)i'a.da—  irpß.dßl  K{x,  a)  K{ß,  a)  (/ « 

J  •  •  • 

=  \K(x,K)il)a.da—  I  ta.da     K  {x,  ß)  K  {a,  ß)  d  ß, 

und  diese  Transformation  gilt  nach  §  44,  in  welchem  die  Symmetrie 

des  Kernes  nicht  wesentlich  ist,  sobald  der  Kern  Ä'(x,a),  wie  wir 

annehmen  wollen,  entweder  stetig  ist  oder  nur  in  derselben  Weise 

unendlich   wird,    wie    die   Green  sehen    Funktionen    des    fünften 

Abschnittes.     Zieht  man  jetzt  die  Gleichung  (3)  nochmals  heran, 

so  folgt  r 

q)  X  —  I  7v  (.r, «)  (pada 

=  xi>x—[il'a\K{u,  x)  +  A'  (.r, «)  —     A'  {x,  ß)  K  («,  ß)  d  ß   d  a, 
oder,  wenn  * 

Q  {x,  a)  =  A(a,  x)  +  A  (.r, «)  -  j  K{x,  ß)  A(a,  ß)  d  ß 
gesetzt  wird, 

(4)  ^  -^  —     A(.r,  a)(pa..du  =  i/-  .r  —     Q  (r,  et)  t,'- «  .  (/  «. 

Diese  Identität  führt  die  nichthomogene  Integralgleichung  (2) 
Hilf   eine  solche   mit   dein    offenbar   symmetrischen    Iumu    Q(x,n) 
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zurück,   dessen  Singularitäten  wieder  keine  anderen   sind  als  die 
der  (Jreenschen  Funktionen;   man  erhält  nämlich  aus  der  Glei- 
chung (2)  unmittelbar 
(5)  fr  =  iPx—\q (.r, a)  t  u.da 

und  diese  ist  zu  lösen,  wenn  keine  Nullüsung  existiert. 

Wäre  dies  der  Fall,    d.  h.  gäbe   es   eine  nicht   identisch  yer- 
schwindende  Lösung  der  Gleichung 

xl^x  —     Q{x,u)tl>  a.doi  =  0, 

so  ergäbe  die  Identität  (4),  daß 

(jp  .r  =  il<  X  —  \  K  («,  J-)  1^"  a  .  (I  a 

eine  NuUösuug  des  Kerns  7\.'(.r,  a)  ist,  vorausgesetzt,  daß  (p  x  nicht 
identisch  verschwindet. 

In  letzterem  Falle  hätte  die  Gleichung 

t  X  —    ÜT («, :r)  i'  ad (/.  =  0 

eine  nicht  identisch  verschwindende  Lösung,  oder  der  Kern  Ä'(a, a), 
der  sich  von  dem  soeben  betrachteten  durch  die  Stellung  der 
Integr.itionsvariablen  unterscheidet,  hätte  eine  Nullösung.  Fiat 
also  keiner  der  Kerne  K{x^a)  und  K{a^x)  eine  Nullüsung,  so 
hat  auch  der  Kern  der  Gleichung  (.5)  keine  solche,  und  diese  ist 
bei  beliebiger  Wahl  der  Funktion  f  x  lösbar.  Damit  erhält  man 
das  Fredholmsche  Theorem,  daß  die  Gleichung 

(px  =  fx  -\-\  K(x, a)  (f  ci. d  a, 

in  der  fx  nicht  identisch  verschwindet,  stets  eine  stetige 
Lösung  (p X  besitzt,  wenn  dies  von  keiner  der  Gleichungen 

g)  ./•  z=     K  (.r,  cc)  q)a.d  a,         cp  x  =  \  K  (a,  j)  (jp  a ,  d  « 

gilt;  dabei  sei  der  Kern  K  entweder  stetig  oder  brauchbar  un- 
stetig, wie  die  Greenscheu  Funktionen  des  fünften  Abschnitts. 
Lösungen  der  letzten  beiden  Gleichungen  nennen  wir  NuU- 
lösuugen  erster  und  zweiter  Art  des  Kerns  Ä' (.<,«);  erster 
Art  sind  diejenigen,  bei  denen  die  Integrationsvariable  unter  dem 
Zeichen  K  so  steht,  wie  in  der  nichthomogenen  Gleichung,  also 
an  zweiter  Stelle. 
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§  54. 
Das  Dirichletsche  Problem  in  der  Ebene. 

Als  erste  wichtige  Anwendung  des  erhaltenen  Satzes  be- 
trachten wir  das  Dirichletsche  Problem  in  der  Ebene,  das  wir 
folgendermaßen  aussprechen.  Bedeutet  a  den  Punkt  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  ^,  j;,  so  wird  eine  Funktion  Oa  gesucht, 
die  die  Gleichung 

erfüllt  und  im  Innern  einer  geschlossenen,  sich  selbst  nicht 
schneidenden,  überall  stetig  gekrümmten  Kurve  ^  mit  ihren 
ersten  und  zweiten  Ableitungen  stetig  ist;  die  ferner,  wenn  man 
sich  der  Kurve  6  nähert,  gegen  Grenzwerte  konvergiert,  die  auf 
dieser  Kurve  als  Werte  einer  stetigen  Funktion  des  Ortes  ge- 
geben sind.  Bezeichnen  wir  allgemein  durch  die  angehefteten 
Buchstaben  i  und  a  die  Grenzwerte  einer  Größe,  denen  sie  zu- 
strebt, wenn  man  sich  von  innen  oder  außen  der  Kurve  0"  nähert, 
durch  Überstreichen  der  Werte,  die  auf  dieser  Kurve  selbst  an- 
genommen werden,  so  kann  die  Grenzbedingung  durch  die  Gleichung 

0,  =  F 

ausgesprochen  werden,  in  der  F  eine  gegebene  Funktion  des  Ortes 
auf  der  Kurve  6  bedeutet. 

Es  sei  ferner  da  das  Bogenelement,  N  die  innere,  JV'  die 
äußere  Normale  der  Kurve  (^",  die  vom  Punkte  a  aus  gezogen 
sind;  die  analoge  Bedeutung  mögen  d .i\  Nxy  ^'j  für  einen  Punkt  x 
haben  usf.     Dann  setzen  wir  versuchsweise  an 

r  </    ,        1       ; 

<[) X  :=  \  t  cc •   .  . .  log        -du, 

(\ 

d.  h.  wir  denken  uns,  die  Kurve  C?  sei  als  doppeltbelegte  Linie  im 

Sinne    des    logarithmischen   Potentials    wirksam    und    ergebe    das 

Potential  0.     Das  Potential  einer  Doppellinie  hat  nun,  wenn  wir 

die  Kurve  l^'  stetig  gekrümmt  voraussetzen,  an  dieser  Kurve  eine 

ünstetigkeit,  die  durch  die  Gleichungen 

(  1 )  (i>X  —  <Jfi  X—7ti^X  :r=   ^„X  -\-  TT  t  X 

dargestellt  wird. 

Für  die  weiteren  Untersuchungen  ist  os  wesentlich,  daß  diese 
Eigenschaft  schon   abgeleitet  werden  kann,   wcMin  die  Dichtigkeit 
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nur  als  stetig  vorausgesetzt  wird,  oline  dali  Ableitungen  zu  existieren 
brauchen,  während  bei  den  im  fünften  Abschnitt  betrachteten 
Potentialen  an  manchen  Stellen  stetige  Ableitungen  der  Dichtig- 
keit vorausgesetzt  wurden. 

Wir  veritizicren  die  Gleichung  (1)  für  den  Fall,  daß  t^'k  =  1 
gesetzt  wird.     Dann  ist  das  Element  des  Integrals  0,  d.  h. 

nichts  anderes,  als  die  scheinbare  Größe  des  Elements  d  «,  gesehen 
von  der  Stelle  x  aus  und  mit  solchem  Vorzeichen  versehen,  daß 
die  Integration  über  die  Kurve  0'  das  Resultat  2  ;r,  0  oder  n  ergibt, 
je  nachdem  der  Punkt  x  im  Innern,  Äußern  oder  auf  der  Kurve  (i 
liegt.     Damit  sind  dann  die  Gleichungen  (1)  verifiziert: 

(^  =   71   =   0,  —  71   =   2  71  —  7l   =  0a-\-^   =   ^-\-^^ 
Seizt  man  bei  beliebiger  Gestalt  der  Kurve  0'  für  fP,  in  der 
ersten  Gleichung  (1)  den  Wert  F  und  für  <P  das  Integral 

so  ergibt  sich 

0iX  —  TCtlf  X   =  Fx  —  TT  i'  X  =z  0X, 

(2)  i^x  = y,  log      da. 

Die  Funktion  xi^x  ist  also  die  Unbekannte  in  einer  Integralgleichung 

4<x  =  fx  -\-     K{x,  tt)i'a.  d  «, 
für  die 

fx  =  -^,  K{x,u)=  --  ~l^ log  — 


Jt  '  "V-,-;—        ^  dN^r 


xa 


zu  setzen  ist.  Das  Grundgebiet  ist  die  Kurve  0',  und  in  ihm  ist 
der  Kern  endlich  und  stetig,  da  wir  die  Kurve  überall  stetig 
gekrümmt  voraussetzen. 

Die  Integralgleichung  (2)  hat  nun  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen eine  auf  dem  Grundgebiot  stetige  Lösung,  wenn  ihr  Kern 
weder  Nulhisungen  erster  noch  zweiter  Art  besitzt.  Ist  dies  gezeigt, 
so  gibt  die  Größe  -•  ;  i 

<& .r  =     i/'  a       .  log        da 
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die  LösuDg  des  Dirichletschen  Problems,  da  sie  die  Laplacescbe 
Differentialgleichung  und  die  Randbedingung 

OiX  =  Fx 

vermöge  der  Integralgleichung  (2)  erfüllt. 

Es  läßt  sich  aber  in  der  Tat  zeigen,  daß  keine  NuUösungen 
vorhanden  sind.  ^Väre  zunächst  eine  solche  erster  Art  vorhanden, 
so  erfüllte  sie  die  Gleichung 

(o)  i'X  —    Ä'(;r,  (x)i'a.äa  =  0. 

Nimmt  man  nun  {ipa)i7t  als  Dichtigkeit  der  doppelt  belegten 
Linie  C>,  so  ergibt  sich  als  Potential  allgemein 

und  speziell  auf  der  Kurve  P 

<^  X  =  —     K(x,u)il<  u  (1  a. 
('; 
Da  nun  aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  die  Gleichungen 

5  ^  =  3^.-  —  -—  •  Jr, 

TT 

folgen,  so  ergibt  die  Gleichung  (3)  längs  der  ganzen  Kurve  (i 

(4)  ö-,  =  0, 

und  da  auch  die  Gleichung 

gilt,  so  folgt,  daß  ^  im  ganzen  Innern  der  Kurve  0*  verschwinden 
müßte. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar 

und  da  die  normale  Ableitung  des  Potentials  einer  Doppellinie 
an  dieser  selbst  stetig  ist,  wenn  sie  auf  der  einen  Seite  gegen 
endliehe  Grenzwerte  konvergiert, 

IS  =  0 

ilN' 
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Umgibt  man  nun  die  Kurve  (^'  mit  einer  anderen  0",  deren 
Linieuolcment  dl"  und  deren  innere  Normale  S"  ibt,  so  gilt  nach 
der  üaußschen  Integraltrausformation  die  Gleichung 

wobei  rechts  über  die  von  b"  und  6"  eingeschlossene  Fläche  zu 
integrieren  ist.  Das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  dieser  Glei- 
chung hat  aber  den  Wert  Null;  das  zweite  kann  beliebig  klein 
gemacht  werden,  indem  man  die  Kurve  Cv"  weiter  und  weiter 
hinausrückt,  da  dann  die  Größen  ^f  und  di^/dN"  in  bekannter 
Weise  unendlich  klein  werden;  somit  folgt  für  den  Außenraum 
der  Kurve  6 

^  —  ^  —  0 

und  da  die  Grüße  J>-  im  Unendlichen  verschwindet, 

5  =  0, 
speziell  auch 

(5)  Sa  =  0. 

Nun  gibt  die  Unstetigkeit  des  Potentials  f^  die  Gleichung 

TT 

also  den  Gleichungen  (4)  und  ('))  zufolge 

^  X  =  0, 
d.  h.  eine  Nullösung  erster  Art  existiert  nicht. 

Nehmen  wir  nun  aus  ^  55  den  Satz  vorweg,  daß  bei  stetigen 
Kernen  Nullüsungen  erster  und  zweiter  Art  nur  zugleich  auf- 
treten, so  ist  schon  bewiesen,  daß  im  vorliegenden  Falle  über- 
haupt keine  NuUösungen  vorhanden  sind. 

Das  Dirichletsche  Problem  besitzt  also  eine  Lösung,  und 
diese  ist  einzig,  da  die  Differenz  zweier  Lösungen  wieder  eine 
Nullösung  ergäbe.  Die  erhaltene  Lösung  erscheint  als  Potential 
einer  doppelt  belegten  Kurve,  bei  der  die  Dichtigkeit  stetig  ist 
Aus  dieser  Figeuschaft  folgen,  wie  bemerkt,  gewisse  Eigenschaften 
des  l*otentiaIs,  z.  P.  die  Stetigkeit  seiner  Ableitungen  außerhalb 
und  innerhalb  der  Kurve  0",  sowie  die  Gleichungen  (l).  Setzt 
man    foriier  voraus,    Fx   habe    längs  der   Kurve   l^    eine   stetige 
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Ableitung,  so  gilt  dasselbe  der  Integralgleichung  (2)  zufolge  aucb 
von  ipx,  und  hieraus  folgt,  dali  die  normal  zur  Kurve  G  gebildete 
Ableitung  des  Potentials  gegen  endliche,  auf  der  Kurve  (i  stetig 
veränderliche  Grenzwerte  konvergiert,  wenn  man  an  die  Kurve 
heranrückt. 

§  55. 
Vereinfachung  des  in  ij  53  erhaltenen  Kriteriums. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Beweis  des  schon  benutzten  Satzes, 
daß  bei  stetigen  Kernen  Nullösungen  zweiter  Art  nur 
existieren,   wenn  auch  solche  erster  Art  vorhanden  sind. 

Um  dies  einzusehen,  gehen  wir  von  der  in  §  20  aufgestellten 
Ungleichung 

(1)  k  ^  Aj2  1  I  K{x,ufdudx 

aus,  in  der  h  die  Anzahl  der  zum  Eigenwert  Aj  gehörigen,  zu- 
einander orthogonalen  Lösungen  der  Gleichung 

(px  =^  X\  K{x,u)(padtt 
bedeutet.  ^ 

Man  schließt  aus  der  Beziehung  (1)  sofort,  daß  bei  der  An- 
nahme |.  1« 

j  ]^K{x,yydxdy<l 

alle  Eigenwerte  der  Kerne  K{x,y)  und  K{ij,x)  größer  als  Eins 
sein  müssen;  dann  existieren  also  weder  Nullösungen  erster  noch 
zweiter  Art,  da  hei  diesen  offenbar  in  der  Bezeichnung  des  §  20 
der  Eigenwert  1  auftritt.     Die  Gleichungen 

qp X  =  fx  -\-     K{x, a)<pa.d  «, 

<piy  =  fx !/  +  I  ^^'i«.  .v)  qpi « •  f^ « 

sind  also  bei  beliebiger  Wahl  der  stetigen  Funktionen  fx  und  f^  // 
stets  auflösbar.  Speziell  kann  man  solche  Funktionen  r{x,y)  und 
I\{x,y)  bestimmen,  daß  die  Gleichungen 

(2)  r{x,  y)  -^  K {x,  y)  +  |  K{x,  a)  r(a,  y)  d  «, 
(;j)                 I\  {x,  y)  =  K  ( ./•,  V)  +  I  A'  ( «,  y)  T,  (ar, «)  d  « 


1 
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gelten.  Multipliziert  man  die  zweite  (Heichung  mit  r(y,z)(lif, 
indem  man  links  den  nach  der  ersten  Gleichung  diesem  Faktor 
gleichen  Ausdruck 

rii:(i/,^)-|-  ^K(!i,u)r(fx,z)<lu   dl/ 
einsetzt  und  integriert  nach  y,  so  ergibt  sich 

[ r,  (x, y) K{y, ^) fZ y  4-  [  [  r,  (x,  y)  K (y,  a)  Hu, z) d udy 

=  j  r  (j/,  z)  Ä'(.r,  y)dyi-  j  j  F,  (x, «)  k{u,  y)  /"(//,  z)  d  y  d  «, 

und  da  die  Doppelintegrale  sich  nur  durch  die  Zeichen  der 
Integratiousvariablen  unterscheiden,  folgt 


1 


r,  (x,  //)  K{y,  z)dy  =     r  (y,  z)  K  (.<•,  y)  d  y. 


Diese   Gleichung  kann   auf  Grund   der  Gleichungen  (2)   und  (3) 

geschrieben  werden 

Fl  (x,  z)  —  K{x,  z)  =  r{i\  z)  —  K(x,  z), 

womit  die  Identität 

r,{x,y)  =  r{.r,y) 

erwiesen  ist.  Jede  Lösung  der  Gleichung  (7)  ist  also  mit  jeder 
der  Gleichung  (2)  identisch;  beide  Gleichungen  können  also  nur 
eine  gemeinsame  Lösung  besitzen  und  haben,  wenn  diese  existiert, 
keine  weiteren  Lösungen. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  heißen  die  Resolyenten  des 
Kerns  K(x,y)\  ihre  gemeinsame  Lösung  F(.r, ?/)  der  lösende 
Kern.     Existiert  er,  so  folgen  die  Gleichungen 

(4)  fx=:q)X—  \K  (x,  «)  (jp  a .  (/ «, 

(6)  (px  =  fx  -f-     r'i^j;  u)  fu .  d  « 

auseinander,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  (p  x  aus  der  zweiten 
Gleichung  in  die  erste  oder  fx  aus  der  ersten  Gleichung  in  die 
zweite  einsetzt  und  die  Kesolventon  berücksichtigt;  ebenso  folgen 
auch  die  Gleichungen 

(6)  fx=<px  —     A'(«,  x)(p  u.  d  ci. 

(7)  gjx  =  fx  -\       I\u,x)fu.da 
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auseinander;  die  Integralgleichungen  (4)  und  (6)  werden  also 
durch  die  Formeln  {'))  und  (7)  aufgelöst,  sobald  der  lösende  Kern 
r(x,y)  bestimmt  ist. 

In  einem  Sonderfalle  ist  die  Frage  nach  der  Existenz  des 
lösenden  Kern  rein  algebraischer  Natur,  dann  nämlich,  wenn 
man  als  Kern  die  Größe  . 

)' 
nimmt  und  unter  0,   '/^  im  Tlrundgehiete  stetige  Funktionen  des 
Ortes  verstanden  werden.    In  diesem  Falle  folgt  aus  der  Integral- 

(px  =  fx  -]-\  KQ{x^c(,)(fa.du 
sofort 

(8)  (pX  =  fx-\-'2Q„0yX^ 

wobei 

(9)  Qu  =     ^F,.u.  g)a.(la 

gesetzt  ist.  Substituiert  man  den  Wert  (8)  in  die  Ausdrücke  (9), 
so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

aus  denen  die  Größen  q  zu  bestimmen  sind. 

Eine  Nullösung  erster  Art  ergibt  die  Bedingungen 

Vertauscht  man  die  Kolleu  der  Funktionszeichen  <P  und  'P",  so 
erhält  man  die  Bedingungen  für  eine  XuUösung  zweiter  Art,  in- 
dem man  im  Schema  der  Koeffizienten  der  Größen  q,.  die  Zeilen 
und  Spalten  vertauscht.  Dadurch  wird  ersichtlich,  daß  bei  dem 
Kern  Kf^{x^y)  die  NuUösungeu  erster  und  zweiter  Art 
stets  nur  zugleich  auftreten,  und  zwar  gleichviel  linear 
unabhängige,  da  der  Hang  der  maßgebenden  Determinante  sich 
nicht  ändert,  wenn  man  Zeilen  und  Spalten  vertauscht. 

.letzt  sei  K(x^ij)  wieder  ein  beliebiger  Kern  und  werde  an- 
genommen,   man    könne    den    Kern    Kq    so    wählen,    daß    für   die 

' >'ff^''eß^  A',  (.r,  ,/)  =  K(x,  ,,)  -  A'o  (.r,  y) 

die  Unglei(thung 

(10)  f  jyv',  (r, //)ar/r(///  <  I 
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gilt,  also  ein  lösender  Kern  F,  (^,  //)  existiert,  der  die  Gleichungen 
■H  (^,  y)  =  J<y.  C^'. !/)  +  I  ^^'i  (•'•, «)  ^\  («1  V) '/  «1 

^1  ('S  //)  ^  A'i  (./•,  //)  +  I  A'i  Ca,  //)  /;  (j-,  «j (/« 
erfüllt.     l);inii  nimmt  die  Gleichung 
(11)  cpx  =  fx  -\-\  A'(r,  u)(pa.du 

die  folgende  Form  au: 

/".r  -f  2  *^'' •^' •     ^i^y':/..(pa.doc  z=  (p x  —     if,  (x,  u)  (pu.doc, 
oder  kurz,  indem  wir  die  linke  Seite  Fx  nennen, 
Fx  =  (px  —  \  Kl  (.?;,  u)  (pu.drx. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  wenn  wir  sie  als  Sonderfall  der 
Gleichung  (11)  oder  (6)  ansehen, 

(px  =  Fx  -\-     Fl  (./•,  a)  Fu  .  d a. 

Setzen  wir  hier  für  Fx  den  expliziten  Wert,  so  verschwindet  die 
Größe  Kl  und  es  ergibt  sich  die  Gleichung 

fx  -\-     Fl  (x,  a)  fci .  d  u 
=  cpx—  \fpc/.^  (o,.x-\-  I  ri(x,a)0,.a.dcÄ  ^F,.u.du. 

Damit  ist  die  gegebene  Integralgleichung  (11)  auf  eine  solche 
zurückgeführt,  deren  Kern  die  Gestalt  Ko{x^  y)  hat;  speziell  also 
folgt,  daß  NuUösungen  erster  und  zweiter  Art  bei  stetigen 
Kernen  nur  zugleich  auftreten. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen,  daß  K^  so  gewählt  werden 
kann,  daß  Ä^  die  Ungleichung  (10)  erfüllt.  Um  dies  zu  erreichen, 
teile  man  das  Grundgebiet  in  solche  Teilgebiete,  daß  in  jedem 
von  ihnen  die  Differenz  zweier  Werte  des  Kerns  absolut  unter 
einer  vorgeschriebenen  positiven  Konstanten  s  bleibt.  Im  rten 
Teilgebiete  liege  die  Stelle  »/,.;  dann  sei  U^y  =  0  in  allen  Teil- 
gebieten außer  dem  i'ten;  in  diesem  sei  ^F^.  =  1  mit  Ausnahme 
eines  an  die  Umgrenzung  sich  anschließenden  Randgebiets  vim 
beliebig  kleiner  Ausdehnung,  in  dem  'F,.  stetig  von   1  zu  0  über- 
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gehe;  allgemein  werde  d>,,-^  =  -K(a;,  y,,)  gesetzt.  Dies  festgesetzt, 
ist  die  Größe  K^  im  Grundgebiet  stetig,  und  gilt  außerhalb  der 
Iiandgebiete  die  Beziehung 

A'i  (.*',  y)    =    K  {X,  //)  -^<l\.  X .  W,.  y    <  f ; 

da  nun  die  Gesamtausdehnung  der  Randgebiete  beliebig  klein 
genommen  werden  kann,  so  folgt  bei  passender  Wahl  von  £  die 
Ungleichung  ,•  ,• 

I  y<:,{x,^jfdxdij<:  i. 

§  56. 

Die  Existenz  der  Greenschen  Funktion  bei  allgemeineren 

Problemen  der  Wärmeleitung. 

Die  erhaltenen  Resultate  gewähren  wesentliche  Erleichte- 
rungen, wenn  man  die  Methoden  des  §  54  auf  diejenigen  Probleme 
der  Wärmeleituug  ül)ertrageu  will,  bei  denen  an  der  Grenze  des 
Grundgebietes  Wärme  ausgestrahlt  wird. 

Es  sei  etwa  das  Grundgebiet  eben,  und  es  werde  in  ihm 
eine  Funktion  des  Ortes,  die  stationäre  Temperatur  0,  gesucht, 
die  die  Gleichung  ^^  __  q 

im  Innern  des  leitenden  Gebietes  und  die  Randbedingung 

dO 

au    der   Randkurve  6    erfüllt;   in    dieser   bedeute    N  die    innere 
Normale,  h  eine  positive  Konstante  und  F  eine  stetige  Funktion 
des  Ortes  auf  der  Kurve  (>. 
Wir  versuchen  den  Ansatz 


^P .r  =T    ii< « ,  log  —  da. 
J  r^„ 


indem  wir  unter  da  ein  Element  der  Kurve  G  verstehen,  auf  die 
sich  auch  das  un])L'stimmte  Integralzeichen  beziehe.    Die  gesuchte 
Funktion   erscheint  als  Potential  der  einfach  im  Sinne  des  loga- 
rithmischen Potentials  mit  Masse  belegten  Linie  0*. 
Setzen  wir  dann  7^^ 

.1/  = 

dN 
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und  geben  den  Zeichen  /,  u  und  dem  Querstrich  dieselben  Be- 
deutungen wie  in  §  54,  so  ergeben  die  dort  benutzten  Sätze  über 
das  Linienpoteutial  die  Gleichungen 

(2)  31  i  =  M-^TC  i'  X,         Ma  =  M—7C  t  r. 

Dabei  gilt  die  Gleichung 


^/ =  N' «  •  rrr  log        da- 


ist  doch  das  Element  des  Integrals  die  Komponente  der  An- 
ziehung dos  Elementes  </«  im  Punkte  ./•  nach  der  Richtung  iS'^. 
Kombiniert  man   diesen   Ausdruck  mit  den  Gleichungen  (2),  so 

ergibt  sich  {  d  \ 

Mi  =  .T  «/•  X  +  U'  a  •  .-Tj-  log—  du, 

und  die  liaudbediiigung  (1)  führt  zu  der  Gleichung 

r             7             1 
0  =  nilfx  —  h0x  —  Fx  +     1^ a  •  -j-^^  log du, 

.)  djyix  Txa 

und  umgekehrt;  setzt  man  für  Ox  den  vorausgesetzten  Wert,  so 
ergibt  sich 

(3)  Ttfbx  =  Fx  —  \  du.il'u]  ,  ,f~  log h  log  -  -   • 

^    ^  J  IdNx       °  /xa  °  r^al 

Hiermit  ist   die  Aufgabe,  rpx  z\i  finden,   auf  eine  Integral- 
gleichung mit  dem  unsymmetrischen  Kern 

A  (r,  «)  =  —  --        -  log  —  -f  -  log  -  - 
71  (/iv,        rxa       7t         r. 


'  xa  ^^  '  xa 


zurückgeführt;  das  Grundgebiet  bildet  die  Kurve  (5.  Diese  Größe 
sowie  die  symmetrische  Eunktion 

Q(x,  y)  =  K{x,  y)  +  K{y,  x)  -  j  K{x,  u)  K{y,  u)du 

sind  unstetig  wie  log  r^a  oder  log  r^^,  so  daß  die  Theorie  des 
§  53  angewandt  und  geschlossen  werden  kann,  daß  die  Integral- 
gleichung (3)  eine  stetige  Lösung  jpx  besitzt,  sobald  man  weiß, 
daß  keine  Nullösung  vorhanden  ist. 

Eine  Nullösung  erster  Art  würde  nun  die  Gleichung 

(4)  —4'X-\-\K{x,u)4'u.du=zO 

erfüllen,  und  für  die  zugehörige  Größe  O  ergäben  sich  die  Be- 
ziehungen  

dO 

(5)  J(I>  =  0,  .,,  —  7»0  =  U. 
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Diese  sind    a 
die  Identität 


Diese  sind    aber   nicht   miteinander   vereinbar.     Es  gilt   nämlich 


wenn  links  über  die  leitende  Platte  integriert  und  unter  ^,  i; 
rechtwinklige  Koordinaten  verstanden  werden ,  und  die  zweite 
Gleichung  (5)  ergibt 

was  offenbar,  da  h  positiv,  unmöglich  ist. 

Eine  Lösung  der  Gleichung  (4)  mit  beliebigem  Kern  ergibt 
nun,  indem  man  r 

einsetzt, 

t  X  =  I  K{i\  «)  d  a  [  K{u,  ß)tß.  (1  ß. 

Ist  aber  die  Singularität  des  Kerns  K,  wie  im  vorliegenden  Falle, 
so  beschaffen,  daß  die  Integrationen  wie  bei  brauchbar  unstetigen 
symmetrischen  Kernen  vertauscht  werden  können  und  setzt  man 

Ä'2 (r,  ß)  =  [  K{x,  a)  K{a,  ß)  da, 
so  findet  man 

Ti.  .^  =  I  K^  (.r,  ß)  i>  ß .  d  ß. 

Eine  NuUösung  erster  Art  dos  Korns  A'(.r,  a)  wäre  also  auch 
eine  solche  des  Kerns  K^{x,a),  und  dieser  ist  im  Grundgebiet 
aus  denselben  Gründen  stetig  wie  die  gleichbezeichnete  Größe 
bei  brauchbaren  unstetigen  symmetrischen  Körnen.  Ebenso  wäre 
eine  Nullösung  zweiter  Art  des  Kerns  A'(.r,  a)  eine  solche  des 
Kerns  K^{x,u).  Auf  letzteren  ist  nun  die  Theorie  des  §  05 
anzuwenden;  er  besitzt  nur  NuUösungen  zweiter  Art,  wenn  solche 
erster  Art  vorhanden  sind.  \'on  den  NuUösungen  des  Kerns  7v* 
kann  man  aber  zu  denen  dos  Korns  K  durch  Betrachtungen 
übergehen,  die  schon  in  §  l'J  den  Kiickgang  vom  interiorten  zum 
ursprünglichen  Kern  vermittelten,  und  so  erschließen,  daß  der 
Kern  Vv',  wenn  er  keine  NuUösungen  erster  Art  besitzt,  auch  keine 
solchen  zweiter  Art  zuläßt.  Mit  dieser  Sehlußroilie,  deren  (Jnng 
wir  nur  andeuten,  wäre  die  Existenz  der  gesuchten  Greenschen 
I'unktitiii   für  dns  vorgelegte  Ti-oblem  der  Wäiineh'itung  erwiesen. 


§  75.  Unsymmetriichp  Korne.  255 

Die  Funktion  fPx  ergibt  sicli  als  l'otenti.il  einer  einfach 
belegten  Linie  6  mit  stetiger  Diclitigkeit;  hieraus  folgt,  daß  die 
Größe  <Px  im  Innern  des  von  der  Kurve  (^  UTiisi-hlossenen  Grund- 
gebiets des  ursprüngliclien  Wärmolfitungsprublems  stetige  erste 
und  zweite  Ableitungen  besitzt,  und  daß  an  der  Kurve  b'  die 
normalen  Ableitungen  der  Ciröße  fl*x  gegen  endliche,  auf  der 
Kurve  sich  stetig  ändernde  Grenzwerte  konvergieren.  Dasselbe 
folgt  daher  für  die  im  vierten  Abschnitt  durch  3/(0,  1)  be- 
zeichnete Größe,  die  durch  ein  Randwertproblem  von  derselben 
Form  wie  0x  detiniert  werden  kann. 

§  57. 
Das  Dirichletsche  Problem  im  Räume. 

Die  Aufgabe,  eine  Funktion  (P  zu  bestimmen,  die  in  dem  von 
der  Fläche  5  umschlosseneu  Gebiet  die  Gleichung 

zi0  =  0 

erfüllt,  au  der  Fläche  selbst  aber  gegen  gegebene  Grenzwerte 
gemäß  der  Gleichung  —     . 

konvergiert,  kann  in  derselben  Weise,  wie  das  bei  dem  Dirichlet- 
schen  Problem  in  der  Ebene  durchgeführt  ist,  auf  eine  Integral- 
gleichung zurückgeführt  werden,  indem  man  in  den  Formeln  des 
§  54  überall  log  (i/rax)  durch  l  Tax  ersetzt  und  durch  da  ein 
Element  der  Fläche  g  bezeichnet.  Hält  man  im  übrigen  die 
Bezeichnungen  des  §  54  aufrecht  und  nimmt  an,  die  Fläche  § 
sei  überall  stetig  gekrümmt,  so  setzt  man 

an,  wobei  wie  in  allen  kommenden  unbestimmten  Integralzeichen 
über  die  Fläche  %  als  Grundgebiet  zu  integrieren  ist.  Dann 
gelten  die  Gleichungen 

OX   =   0iX   —  «/•.<•   —   0a«"  +  t/'J-, 

und  man  findet  für  die  unbekannte  Funktion  «/•  die  Integral- 
gleichung 1« 

i'  X  =  Fx  f  I  A'(.r,  a)  n'u  .  <ln, 

wobei  gesetzt  ist 

(^)      ^>-")=--.l,;'.v(r!> 


<l  u 
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Diese  Größe  wird  auf  dem  (Iruudgebiet  unendlich,  so  daß  die 
Methode  des  {5  54  nicht  mehr  ohne  weiteres  angewandt  werden 
kann. 

Diese  Schwierigkeit  überwinden  wir,  wie  früher  in  ähnlichen 
F.ällen,  indem  wir  zu  iterierten  Kernen  übergehen. 

Sei  allgemein  die  Gleichung 

(2)  (p X  ^=  fx  -f    K{x,  a)(pa.du 

gegeben  und  werde 

K2(x^  y)  =    K{x,  a) K{a,  y)da, 


A'3  {x,  2/)  =  [  A'2  {x,  «)  K{a,  y) 


gesetzt;  darf  man  die  Integrationen  vertauschen,  was  wir  in 
diesem  Paragraphen  überhaupt  voraussetzen  wollen,  so  findet  man 
leicht  auch  die  Gleichung 


(3) 


Ä'3  {X,  y)  =  \^K{x,ß)K{ß,  a)  K  («,  y)  daclß 
=    K(x,  a)  A'2  («,  y)  da. 


Substituiert   man  nun   in  der  Gleichung  (2)  rechts   für   cpu 
den  Wert,  den  die  Gleichung  selbst  ergibt,  so  folgt 

cpx  =  fx  -\-\  K{x,  a)  foc.dci  -\-     K-  (.r,  a)  qp « .  (/«, 

und  hieraus,  indem  man  nochmals  die  Gleichung  (2)  benutzt, 

(px  =  fx  -\-  \  K{x^  u)  fu </ «  -f-  I  K- (j-,  «)  fu.da 


oder  kürz 


(px  =:  fx  -\-\  7v3 {x^  a)(pa.du. 


Wenn  also,  wie  im  Falle  des  Kernes  (1)  gezeigt  werden  kann, 
die  Größe  K^(x,u)  auf  dem  Grundgebiet  stetig  bleibt,  so  ist  die 
Integralgleichung  mit  unstetigem  Kern  auf  eine  solche  mit  stetigem 
Kern  zurückgeführt. 

Cm  (lieson  Zusammenhang  genauer  zu  verfolgen,  untersuchen 
wir  die  Beziehung  zwischen  den  Nullösungen  der  Kerne  A(.r,  u) 
und   K^(.i,(K).     Hat  ersterer  eine  NuUösung,  so  gilt  offenb.ir  das- 
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selbe  von  7v3(.r,  a);  etwas  schwieriger  ist  die  umgekehrte  Krage. 
Werde  also  die  rileicliuiig 

(4 )  ^  j'  =     A'3  ( ./•,  (/.  )rf  r/. .  il  ('. 

vorausgesetzt,   und    seien   pj,    p^,   p,  diu   drei    Werte  der  dritten 
Kiuheitswurzel,  speziell  p,  =  1.     Dann  setze  man 

3ö,,.r  =  (pX  -f  Q,.     K(.i\  a)  (f  (/..(/  u  -\-  qI     K^  [  .r,  r/. )  q  i/..<lu\ 

diese  Größen   können   nicht  alle  drei   identisch  verschwinden,  da 
sonst  dasselbe  von  cpx  gälte.     Man  findet  nun  ohne  weiteres 

?,  I  K(  / ,  {i )  II,.  ß  .  il  ß  --r-  I  A'  ( ,/•,  ß  )(pß.'/ß 
-\-qA  I  h'{x,ß)K{ß,fy.)(f.u.(/udß-\-  gli  1  I\{x,ß)K^{ß,K)(fu.<lailß 

oder  auf  (Jrund  der  Gleichung  (4) 

(5)  (K.X  =  Q,  I  K(x,ß)(),ß.<lß. 

Gerade  so  würde  man  von  einer  zum  Kern  K'-^(.r^r/.)  gehörigen 
NuUösung  zweiter  Art,  also  einer  Lösung  der  Gleichung 

(p  .r  =     lO  { r/,  .;■  )cf:  a  .d  u. 
zu  einer  Gleichung 

(6)  {\,x  =  p„|  K{ß,x)n,.ß.(lß 

gelangen. 

Die  durchgeführte  Untersuchung  läßt  sich  offenbar  auf  be- 
liebige iterierte  Kerne  A'"' (./■,«)  übertragen,  in  denen  m  eine 
ungerade  Zahl  ist;  aus  einer  NuUösung  eines  solchen  kann  man 
stets  eine  NuUösung  des  ursprünglichen  Kernes  herstellen.  Bei 
symmetrischen  Kernen  erhält  mau  hieraus  dag  Resultat,  daß  aus 
einer  Kigenfunktion  eines  iterierten  Kernes  stets  eine 
solche  des  urs])rünglichen  abgeleitet  werden  kann. 

Für  die  gegenwärtige  rntersuchung  bemerken  wir  nur,  ilalj 
nach  §  55  der  Kern  A''  NuUösungen  erster  und  zweiter  Art  stets 
Dur  zugleich  besitzt;  die  Existenz  solcher  ist  also  überhaupt  aus- 
geschlossen, wenn  entweder  die  Gleichung  (5)  oder  die  Glei- 
chung (G)  als  unmöglich  nachgewiesen  wird.    Das  wird  uns  beim 

Knoser,  Integrnlgleichungcii.    3.  Aufl.  2~ 
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räumlichen   Di richlet sehen   Problem   betreffs  der  GleichuDg  (ü) 
in  der  Weise  gelingen,  daß  wir  zeigen:  sie  kann  weder  für  kom- 
plexe Werte  von   p,.  erfüllt  werden  noch  für  den  Wert  q,.  —  1. 
Dies  vorausgesetzt,  kann  nach  §  53  die  Gleichung 

( 7 )  (fx  =  fx  -^\  A'3  ( .r,  u)  q.  a .  d  u 

bei  beliebiger  Wahl  der  stetigen  Funktion  /'  aufgelöst  werden. 
Um  aber  zu  der  ursprünglichen  Gleichung 

(f  X  =  fx  -f     A'( .r,  o.)q.  a.il a 

zurückzukommen,  machen  wir  von  dem  in  §  53  eingeführten 
lösenden  Kern  der  Gleichung  (7)  Gebrauch,  der  existiert,  da 
keine  Nullösungeu  vorhanden  sind.  Sei  F'*  (./■,«)  dieser  lösende 
Kern,  so  daß  die  Gleichungen 

Ä'3  (x,  y)  +  [  r3  («,  y)  K^  [x,  «)(/«  =  T^  {x,  y) 

(8) 

A'3(.r,  y)  4-     r3(.r,  «)  A'^«,  y)du  =  n[x,  y) 
gelten.  .' 

Man  setze  nun 

Sl{x,  y)  =  K{x,  y)  +  K^{x,  y)  +  K^{x,  y\ 

rix,  y)  =  i^(.r,  y)  +  1  r^a,  y)il(x,  a)du; 

dann  gilt  zunächst  die  Identität 

Sl(x^y)—  \si («,  v)  A(x,  « ) f/ CK 

(9) 

=  K(x,  y)  —    KHoi,  //)A(./-,  «)(/«, 

oder  auch,  indem  wir  auf  das  letzte  Integral  die  bei  der  Glei- 
chung (o)  benutzten  Umformungen  anwenden, 

Sl (x,  y)  —  I  Sl (a,  y) K{x,  a)du 

(10) 

=  ATl.r,  y)  —  I  A'3(./-,  «1  /v'(r/,,  //)(/«. 

-letzt  bilden  wir  den  Ausdruck 

X  =  r(.r,  y)  —  I  /'(«,  y)K(x,  u)(la 

=  Sl(x,y)  -\-  L*^(r,  «)  n(a,  y)da 

—  j  i^(a,  y)K(x,a)da  —  |  1  .<^(a,  /i)r3(/j,  y)K{x,  a)dud(i; 
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ziehen  wir  das  eibte  und  dritte  Glied  gemäß  der  Fonnel  (10)  zu- 
sagamen,  so  ergibt  sich 

+  \si{x,ß)rHß.y)dß 


—  I  I  ii(a,  /i)rM/i,  y)K[j\  u)dudß, 


oder,  indem  wir  die  Integrationen  im  letzten  Gliede  vertauschen 
und  der  Formel  (ü)  gemäß 


Sl{x,  /3)  —  I  ß{a,  ß)K{i\  a)da  =  K{x,  ß)  —  |  A'(./,  a)K3(u,  ß)da 

setzen, 

X  =  K{x,y)^  j  rHß,y)dß\K(x,ß)-\^K{x,a)K'{a,ß)da^^ 

—     K{x,  a)7i3(a,  y)du 

=  A'Cr,  y)  +  j  A'(.r,  «)rf«  j  FHa,  y)  -  A3(a,  y) 

n{ß,y)KHa,ß)dß]- 


Im   letzten   der   erhaltenen  Glieder  verschwindet   aber  der  Intc- 
grand  der  Gleichung  (8)  zufolge;  somit  ergibt  sich 

(11)  X  =  A  ( ./•,  V )  =  r(  .r,  «/ )  —  I  r( «,  // )  A'(  ./•,  a )  d  u. 

Auf  Grund  dieses  Resultats  kann  die  ursprüngliche  Integral- 
gleichung 

(12)  fpx  =  fx -\-\K{x,a)(fu.da 

leicht  aufgelöst  werden;  setzt  man  nämlich 

(13)  (p X  =  fx  4-  I  Fix,  «)/■«.(/ «, 
so  findet  man 

()pa  =  /•«  -f  j  r(a,ß)fß.dß, 

K{x,  u)(pcc.<lcc  =     A'( ./•,  u )  fa  . d u 

-\-  l  l  r(a,ß)K(r,u)fß.dßda, 

17* 
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oder,  indem  mau  die  lutegrationen  vertauscht  und  die  Gleichung 
(11)  oder 

I  r(a,  ß)K{j\  u)du  =  Fix,  ß)  —  A"(.r,  (i) 

berücksichtigt, 

K(.i,  ci)(pu.du  =     Kii\  a)  fa  .  d  u 

+  \fß.\r(r,ß)~K{x,ß)\dß 

=  (p.r  —  fx, 

womit  die  Gleichung  (12)  erwiesen  ist.     Diese  Gleichung  hat  also 
die  Lösung  (13). 

ij  58. 
Das  räumliche  Dirichletsche  Problem;  spezielle  Durchführung. 

Um  die  allgemeinen  Betrachtungen  des  vorigen  i'aragraphen 
anwenden  zu  können,  muß  gezeigt  werden,  daß  die  durchgeführten 
Integrationen  zu  bestimmten  Werten  führen  und  in  der  Weise, 
wie  es  geschehen  ist,  vertauscht  werden  dürfen.  Dies  gelingt 
mittels  der  Entwicklungen  des  §  44,  sobald  wir  uns  über  die 
Unstetigkeit  von  K^(x,y)  und  K^{x^y)  klar  geworden  sind.  Für 
diese  Größen  ist  die  geschlossene  Fläche  J-  das  Grundgebiet,  die 
das  für  die  Dirichletsche  Aufgabe  vorgelegte  räumliche  Gebiet '){ 
umschließt. 

Aus  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Form  der  Größe 
K{u^  ß)  sieht  man  zunächst,  daß  dieselbe  unstetig  wird  wie 
cos  ivTaß^  wenn  tv  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  iV  oder 
N  und  Tai  bedeutet.  Da  wir  nun  die  Fläche  jy  stetig  gekrümmt 
voraussetzen,  so  nähert  sich  der  Bruch  coswr,,,;  einer  endlichen 
Grenze,  wenn  die  Stellen  a  und  ß  zusammenrücken.  Die  Größe 
iC(a,  ß)  wird  also  unstetig  wie  1  r„^,  und  man  kann  für  ein  die 
Stelle  ß  umfassendes  Gebiet  11,  das  hinreichend  klein  ist, 

K{a,ß)=   '^    -f  il/ 

i'aß 

setzen,  wobei  Ä  gegenüber  der  Stelle  a  eine  Konstante  bedeutet, 
deren  absoluter  Hctrag  unter  einer  von  ß  unabhängigen  (irenze 
bleibt,  und  M  im  (iebiet  U  eine  steti^^e  Funktion  der  Stolle  a  ist. 
Man  nehme  nun  das  Gebiet  11  so  klein,  daß  es  sich  auf  eine 
gewisse    Fibeno    cindeutiL;    in    das    schliclitc    (iebiet    11    projiziert. 
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Bezeichnet  man  in  diesem  durch  r.ii  und  d(/.  die  Projektionen 
des  Abstandes  r^ß  und  des  Elementes  da^  so  bleiben  die  Ver- 
hältnisse r„ir„ß,  dä'du  und  da  da  zwischen  positiven  endlichen 
(irenzen.     Daraus  folgt,  daß  man  setzen  kann 

(1)  A(«, /i)/a.</ry.      - 

J  J     ^>tß 

»  11 

wobei  JP  im  Gebiet  U  endlich  und  stetig  ist,  wenn  /*«  im  Gebiet 

U  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  bedeutet.     Da  nun  das  Integral 

J  '"ß 
erstreckt  über  ein   innerhalb  fester  Schranken  liegendes  Gebiet, 
absolut  unter  einer  von   /i  unabhängigen  endlichen  Grenze  liegt, 
so  ist  die  Größe  (1)  endlich  und  ändert  sich  stetig  mit  /i,  wenn 
diese  Stelle  innerhalb  des  Gebietes  U  bleibt. 
Bildet  man  ferner  das  Integral 

y<:{a,y)K(y,lhdy, 

in  dem  die  Stellen  a  und  /i  zunächst  dem  Gebiet  U  augehören 
mögen,  so  sieht  man  aus  den  durchgeführten  Betrachtungen,  daß 
man  das  Integral  in  der  Form 

II 

schreiben  kann,  wobei  die  überstrichenen  Größen  die  Projektionen 
der  nicht  überstrichenen  sind,  und  J/i  dieselben  Stetigkeits- 
eigenschaften wie  J/o  besitzt.  Das  letzte  Integral  ist  aber  absolut 
kleiner  als  das  mit  einer  gewissen  positiven  Konstanten  multi- 
plizierte Integral  ['    ^y 

u 
dessen  Wert  wir  untersuchen  wollen. 

Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  das  Gebiet  U  sei  die  Fläche 
einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  «,  ß\  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Punktes  y  in  bezug  auf  die  Hauptachsen  dieser 
Ellipse  seien  |  und  »;,  und  die  (»leichung  der  Ellipse,  die  der 
bezeichneten  konfokal  ist  und  durch  den  Punkt  /  geht,  sei 

^   +  '-  =  1. 
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Setzt  man  ferner 

a^  —  b-  ■=  c*       ^  =  a  cos  0,       i]  =^  h  sin  0, 

so  ist  c  konstant  und  man  findet 

ray  =  in  cos  (I  —  c)2  -f  i«  sin»  li  =  (c  cos  (p  —  a)«, 

r^*.,  =  (e  cos  ^y  -f  a )2.       n, .-r^-.  =  a^  —  C-  cos^ /y, 

'         cibjl)  a 

Hat  nun  die  das  Gebiet  11  umschließende  Ellipse  die  Halb- 
achsen «0  und  &0)  so  folgt 

11  f  " 

Diese  Größe  wird,  da  r„s  =  2  c,  unendlich  wie  —  2  :;r  log  r„ß  oder 
wie  — 2  7rlog>„/3,  wenn  die  Stellen  a  und  ß  zusammenrücken- 
Dasselbe  gilt  daher  von  den  Integralen 

I  fy.K{a,  Y)K(y,  ß)ih\      IO{a,  ß)  =  |  7i(«,  y)Kiy,  ß)dy, 

wenn  fy  eine  beliebige  stetige  Funktion  des  Ortes  im  Gebiet  5 
bedeutet. 

In  Integralen  wie 

{fu.K^(ß,u)da,     |/«.A'=(a,/3)(Z«  =  \fcK.da{K{a,y)K(y,  ß)dy 

kann  nun  nach  §  44,  in  welchem  die  Symmetrie  der  Kerne  nicht 
benutzt  wird,  die  Reihenfolge  der  Integrationen  nach  a  und  y 
umgekehrt  werden.  Allerdings  sind  die  dortigen  (irüßen  (7)  nicht 
mehr  stetig,  wohl  aber  so  integrierbar,  daß  die  mit  ihnen  an- 
gesetzte Beziehung  (10)  des  §  44  und  damit  die  ganze  Schluß- 
reihe bei  Bestand  bleil)t. 

Man  übersieht  ferner  leicht,  daß  das  mit  einer  stetigen  Funk- 
tion /■  gebildete  Integral 

i^ogray'/  f(r^,ß) 
11 
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Über  ein  beliebiges  Gebiet  U  erstreckt  endlich  bleibt,  auch  wenn 
die  Stellen  a  und  /i  zusammenfallen.  Man  braucht  es  nur  in  die 
Form  .  . 

logr-.p^.3/ 

\\ 

zu  bringen,  wobei  die  Größe  M  ottenbar  im  Integrationsgebiet 
stetig  ist.  und  im  Gebiete  \\  Polarkoordinaten  mit  /3  als  Zentrum 
einzuführen;  dann  folgt  das  Behauptete  aus  der  Tatsache,  daü 

log  u  d  u 

endlich  ist,  auch  wenn  man  an  die  Grenze  u  =  0  heranintegriert. 
Hieraus  folgt  weiter,  daß  das  Integral 


A'3(«,/j)  =  \Kiar/)K^{y,ß)dy 


im  Grundgebiet  ^  endlich  und  stetig  ist;  sein  Integraud  kann  als 
Größe  F(0,  1)  im  Sinne  des  §  44  betrachtet  werden,  in  der  es 
nicht  wesentlich  ist,  daß  die  beiden  stellenweise  singulärcn  Fak- 
toren TvlO,  1)  und  7v(l,  2)  aus  derselben  Funktion  A'  entspringen, 
sondern  nur,  daß  beide  in  der  erforderlichen  Weise  integriert 
und  abgeschätzt  werden  können.  Die  Sätze  des  §  44  zeigen  so- 
mit, daß  im  Integral 

I  /■«.  A-'(a,  ß)da  =  |  fa.da  |  7v>,  y)K^{Y,  ii)dy 

die  Integrationen  vertauscht  werden  dürfen. 

Hiermit  sind  diejenigen  Teile  des  vorigen  Paragraphen  gereciit- 
fertigt,  in  denen  von  der  Singularität  der  Größen  A',  A'^,  K  Ge- 
brauch gemacht  und  Integrationen  unstetiger  Integranden  ver- 
tauscht werden. 

§  'J'J- 
Nullösungen  beim  räumlichen  Dirichletschen  Problem. 

Um  die  Kette  der  Schlüsse  vollständig  zu  machen,  die  das 
räumliche  Dirichletsche  Problem  erledigen,  bleibt  nach  «J  .'iT  noch 
entweder  zu  zeigen,  daß  die  Gleichung 


cpx  =^  <\  K{j;  u)(fu.(lri 
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weder  wenn  c  den  Wert  Eins  hat,  noch  wenn  c  komi)lex  ist,  eine 
Lösung  besitzt;  oder  diese  Behauptungen  sind  für  die  Gleichung 

( 1 )  cp .1-  z=  c  \  K{u,  .<•) (pu.d u 

zu  beweisen,  was  nach  §  57  dasselbe  leistet.  In  letzterer  Form 
ist  der  Beweis  leichter. 

Vm  ihn  durclizufiihreu,  gehen  wir  von  der  Formel 

aus  und  schließen  aus  ihr 

Diese  Größe  ist  die  im  Punkte  x  nach  der  Richtung  JV^.  wirkende 
Komponente  der  Kraft,  die  das  Element  du  mit  der  Masse 
—  du.cpu2n  belegt  im  Punkte  x  ausübt.  Bilden  wir  daher 
das  Flächenpotential  [wada 

~~  J    2  71  Tax' 

indem    wir   unter   x   auch    Stellen   im  Innern    oder   Äußern    der 

Fläche   5   verstehen,    und    l)ezeichnen  durch    ^^  wie    bisher   die 

innere,  durch  iV'  die  äußere  Normale  dieser  Fläche,  so  können 
wir  die  Größen 

13.  =     K{u^  j)cpa  .  d « 

bilden,  und  ihre  Bedeutung  ist  folgende.  J/,  und  J/„  sind  die 
Grenzwerte,  denen  die  in  der  Kichtung  N  wirkende  Kraftkompo- 
nente zustrebt,  wenn  man  sich  dem  auf  der  Fläche  a-  liegenden 
Punkte  ./•  von  innen  oder  außen  annähert,  etwa  auf  einer  zur 
Fläche  normalen  Geraden,  deren  Richtung  man,  ehe  die  Fläche  $ 
erreicht  wird,  als  Richtung  N  nimmt;  lU  aber  ist  die  nach  der 
Richtung  Nx  genommene  Komponente  der  Anziehung,  wenn  der 
Punkt  x  in  der  anziehenden  Fläche  "^  selbst  liegt.  Die  Theorie 
des  Flächenpotentifils  gibt,  da  -  (jpa.(2jr)-'  die  Dichtigkeit  ist, 
die  Gleichungen 

Mi  =  M  -{-(p  .1 ,        Ma  =  fJ  —  <P  '•, 
oder 

M.  -  M„  =  2«3pr,       .1/.  4-  M..  =  -2  M. 
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Benutzt  man  daher  die  (Heicbungen  (2),  so  führt  die  vorausgesetzte 
Beziehung  (1)  zu  der  Gleichung 

oder 

dU  .    dU  __     f'lU  _dU\ 

^^^  jy  +  d  y  ~  '  \d  X    d  y'J ' 

dabei  bedeuten  die  Brüche  mit  dem  Nenner  dX  den  durch  das 
Suftix  /  bezeichneten  Grenzwert,  die  Brüche  mit  dem  Nenner  d  X' 
den  durch  a  bezeichneten,  was  wir  für  die  folgenden  t'ormeln 
festhalten. 

Wäre   nun   zunächst  c  =  1,   so  gäbe   die  Gleichung  (3j   auf 
der  Fläche  ^y 

(*)  ^1-  =  0- 

Umgibt  man  J  ""t  einer  zweiten  Fläche  5",  die  mit  jener  den 
Raum  92"  einschließt,  und  nennt  man  ds"  das  FUichenelement, 
^Y"  die  nach  dem  Innern  des  Raumes  9i"  gerichtete  Normale  der 
Fläche  5",  so  ergibt  die  Gaussische  Integraltransformation 


(ö) 


Hier  verschwindet  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  der  (ilei- 
chung  (4)  zufolge;  das  zweite  kann,  da  U  und  dU  dX"  im 
Unendlichen  auf  bekannte  Weise  verschwinden,  absolut  beliebig 
klein  gemacht  werden,  indem  man  die  Fläche  Jy"  hinreichend 
weit  hinausschiebt.  Daraus  folgt,  daß  die  Größen  dTc^  usf. 
im  Außenraum  der  Fläche  ^"n-  verschwinden,  U  also  hier  eine  Kon- 
stante ist,  die  den  Wert  Null  hat,  weil  U  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. 

Nun  ist  r  als  Flächenpotential  an  der  Fläche  O"  ^n>*^l  •'" 
Innenraum  derselben  stetig,  muß  also  auch  in  diesem  überall 
verschwinden,  so  daß  sich  auch 

d  V^ 


Qr 


0 


ergäbe,   mithin    J/,,  =  J/,  =  0   und    (px  =  0.      Der    Fall  '   :=--  1 
ist  damit  erledii^t. 
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Jetzt  untersuchen  wir  die  (jleichung  (8),  wenn  c  komplex  ist. 
Dann  gilt  dasselbe  von  <pa;  da  diese  (iröße  aber  überall  nur 
linear  vorkommt,  so  sind  die  benutzten  Gleichungen  der  Potential- 
theorie auch  bei  komplexen  Werten  der  Dichtigkeit  gültig,  und  das 
Potential  sowie  jede   Kraftkomponente  fällt   dabei  komplex  aus. 

Esseiz.R      r=r-fH7,      c  =  a-^bi- 
dann  zerfällt  die  Gleichung  (3)  in  die  beiden  folgenden: 

dV,dV_    [dV       dVl        VdW      dir 
clN^dN'      "U.V      dN']'^    [d'N      dS' 


=  0, 


dW      dW_    \dW_dWl_    \  (/]'_, 11' 

Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  W  und  —  V  oder  mit 
V  und  W^  addiert  sie  und  integriert  über  das  Grundgehiet,  so 
vereinfacht  sich    das   erhaltene   Resultat  durch   die  Gleichungen 

deren  erste  unmittelbar  aus  der  Gauß sehen  Integraltransformatiou 
für  den  von  der  Fläche  5  umschlossenen  Innenraum  'K  folgt,  die 
zweite  aus  derselben  Transformation  für  den  Außenraum  der 
Fläche  5  und  den  Unendlichkeitseigenschaften  der  gewöhnlichen 
Potentiale.  Mittels  dieser  Gleichungen  findet  man  durch  die 
angegebenen  Operationen  folgende  Gleichungen: 

wofür  wir  kurz  schreiben         h  T  ^^  0, 

Wenn  nun  c  komplex,  also  !>  von  Null  verschieden  ist,  ergibt 
sich  sofort 

Diese  Gleichung  transformieren  wir  mittels  der  Identitäten 
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iDcleiu  wir  clurdi  ;)i'  den  Außeuraum  der  Flät-he  7y  bezeichnen 
und  analoge  Gleicliiingcn  für  W  aufstellen,  indem  wir  die  an  die 
Gleichung  (5)  geknüpften  Erwägungen  auf  die  l'otentiale  I'  und 
ir  übertragen.  Die  linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  (6)  geht 
dann  in  eine  Summe  von  Integralen  negativer  Quadrate  über  und 
die  Gleichung  zeigt,  daß  die  Ableitungen  von  V  und  W  nach  |. 
?;,  ^  im  Außenraum  i)i'  wie  im  Innenraum  iK  verschwinden,  die 
Potentiale  V  und  W  im  ganzen  Kaume  konstant  sind,  die  zu- 
gehörigen Dichtigkeiten  also,  mit  denen  die  Fläche  a  belegt  ist. 
d.  h.  der  reelle  und  imaginäre  Teil  der  Funktion  cpu,  verschwinden. 
Damit  ist  gezeigt,  daß  keine  Lösungen  der  Gleichung  (1)  bei 
komplexen  Werten  von  c  existieren,  und  die  Entwicklungen  des 
§  57  sind  so  weit  ergänzt,  wie  es  nötig  war,  um  zu  zeigen,  daß 
die  Dirichletsche  Aufgabe  durch  den  dort  gegebeneu 
Ausdruck  wirklich  gelöst  w  i  r  d. 


Achter  Abschnitt. 

Die  FimmI  hol  in  scheu  Iteilien. 


$60. 

Formale  Auflösung  von  Integralgleichungen  und 
Integralgleichungssystemen. 

Ersetzt  man  die  Integralgleichung 

Tpx  =  fx  -\-  \  K (a;,  a)  t  a .  d « 

durch  das  System  der  linearen  Gleichungen 

II 

und  löst  diese  durch  Determinanten  auf,  so  wird  es  plausibel, 
daß  die  Integralgleichung  in  folgender  Weise  durch  -die  Fred- 
holmschen  Reihen  aufgelöst  wird: 

ri)x  =  fx-\-  A  I){.i\  (/.)  fa .  da, 

j){x,u:)  =  A,{x,a)-    '^^;   ^+    2\,'   '' , 

7;  =  1— ^>  4-^2  _  ^^8  4-... 
1!  ^  2!        3!  ^ 

In  diesen  ist  gesetzt 

K{j,  !i)   A'(.r,  «, )  ...  7i  (./•,  «„ ) 


vi  „  (.'•,  // )    —    I  I   •  •  •   I  </  «1  (/  f'Jl!  •  •  •  '/  «„ 


A'  («,,  //)  A'(«„  «,)...  A'l«,,  a„)  I 


A'(«,„  //)  K {fi,„ n^)  ...  A'(«,„ u„) 
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Offenbar  hat  man  hier  mit  Determinanti  ii  zu  tun,  deren 
Elemente  die  Form  A'(a:,  a„),  Ä'(a„, //),  A' («,„,«„)  haben.  Diese 
wollen  wir  kurz  durch  (xn)^  ("!/),  (niu)  bezeichnen.  Die  Deter- 
minanten haben  ferner  die  Eigenschaft,  daß  das  erste  Argument 
der  Größen  (a/3)  in  jeder  Zeile,  das  zweite  in  jeder  Spalte  dasselbe 
bleibt;  sie  sind  also  durch  ihr  Diagonalglied  vollkommen  be- 
stimmt. Sie  mögen  demgemäß  durch  das  in  eckige  Klammern 
geschlossene  Diagonalglied  dargestellt  werden.  Mit  dieser  I3e- 
zeichnuugsweise  erhält  man 

A,A.r,!i)  =  j..|r/f/.,...rZr/.„|(.///)(ll)(22)...(>uO|. 

Wir  wollen  nun  die  (Iröße  A„{J.\ii)  dadurch  umfornien,  daß 
wir  die  in  ihr  vorkommende  Determinante  nach  den  ( iliedern  ihrer 
ersten  Spalte  ordnen.     Dann  finden  wir 

[{xy){n}...{nn)]  =  {xy)[(U)(22)...(nn)]-{ly)[{xl)(22)...(nn)] 
-h(27/)[(a;l)(12)(33)...(wn)]--(3y)[(a:l)(12)(23)(44)...(nnj]  +  -. 

Die  Determinanten  der  rechten  Seite  sind  hier  nach  folgendem 
Gesetz  gebildet.  Die  zweiten  Ziffern  sind  immer  die  der  Iteihe 
1,  2...«,  die  ersten  Zeichen  sind  .r,  1,  2...V,  von  denen  suk- 
zessive das  erste,  zweite,  dritte  ...  weggelassen  wird.  Dem  ent- 
spricht es  vollkommen,  daß  mau  Determinanten  haben  will,  bei 
denen  die  Spalten  aus  den  letzten  n  Spalten  der  ursprünglichen 
Determinante  gebildet  sind,  während  die  Zeilen  diejenigen  der 
ursprünglichen  sind,  nachdem  man  die  erste,  zweite,  dritte  Zeile 
weggelassen  hat  und  so  fort.  Nun  erhält  man,  indem  man  zwei 
Spalten  vertauscht,  oder  in  den  Elementen  unserer  Determinante 
die  an  zweiter  Stelle  stehenden  Ziffern  vertauscht,  die  folgenden 
Gleichungen: 

[(a;l)(I2)(33)...(»n0]  =  -[(,r2)(ll)(33). ..(«»)], 

[(.rl)(l2)(23)(44)...(wn)]  =  [(a:3)(Il)(22)(44)...(n»)l, 
[(.rl)(12)(23)(34)(5.-))...(»n)]  =  — [(.r4)(  11  )(22)(33)(55). ..(»»)] 

Somit  ergibt  sicli 

.4„(.r, //)  = 

j...jdri,...<lu„[{xy)\(\\){-22)...{nn)\-{\y)[(xl){22)...(,nt)\ 
-(2//)[(a-2)(ll)(33)...(»>j)J-(3y)[(a:3)(ll)(22){44)...(«n)])-.. 

Die  Integrale  der  einzelnen  rechts  auftretenden  Glieder  außer 
dem  ersten  sind  aber  identisch,  da   ein    mehrfaches  Integral  von 
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der  Bezeiclmuug  der  lutegrationsvariablen  unabhängig  ist.  Man 
hat  z.  B.,  indem  man  die  Bedeutung  der  Integrationsvariablen 
«,   und  a.,  vertauscht,  die  (ileichung 

|...|(/«,  ...(/r/.„(l2/)[(.rl)(22)...(n)0] 

=  f  •  •  •  I  f/  «1  . . .  f/  «„  (2  y)  {{x  2j  (1 1  j  (33 )  ..Ann  )j. 

Der  Wert  des  ersten  dieser  Integrale,  mithin  auch  der  aller 
anderen  kann  aber  offenbar  geschrieben  werden: 

( (/  «1  K  ( «,.  // )  f . . .  l"  d  u.^...il  «„  [( .(•  1 )  ( 22 ) ...(»«)] 
=  I  K{a^,\j)An-x{x,a^)(lu.^. 
Da  ferner  offenbar  die  Gleicbung 
\...\i\u.,  ...i\a,\(\\){-2-l)..Ann)\  =  j  ^„_i  (k„  k,)</«i  =  .4„ 

gilt,  so  findet  mau  die  Rekursionsformel 

( 1 )  J „  (r,  y)  =  J „  K {x,  y)  —  n\  K ( «,  II)  J „  _  1  ( .r,  a)(l a. 

Operiert  man  mit  den  Zeilen,  wie  hier  mit  den  Spalten  geschehen 
ist,  so  findet  man  eine  entsprechende  Rekursionsformel 

( 2 )  A „  (x,  ij)  =z  A„  K {x,  y)  —  w  J  K{x,  u)  An-i («, y) <l «. 

Diese  beiden  Identitäten  genügen,  um  zu  zeigen,  daß  die 
Integralgleichung  durch  den  Quotienten  l){x,y).D  erfüllt  wird, 
sobald  nur  feststeht,  daß  die  Reihe  D(x,y)  bezüglich  beider 
Argumente  im  Grundgebiet  gleichmäßig  konvergiert.  Unter  dieser 
Voraussetzung  finden  wir  nämlich,  indem  wir  von  der  Gleichung  (2) 
oder 

(,!,„. ■A"(^iy)^-^"-^-"(^'i>)(-')''^'+fA-(,-.«)(-i)«^("',^>,;« 

^  )i!  >?!  '  J     ^  '^      (n-1 )! 

ausgehen  und  über  ii  summieren,  das  folgende  Resultat: 

—  K{x,  y)  f  7^(.r,  y)  =  K{x,  y)(D  —  1)  +  j  A'(r,  a)  i)(a,  //)</« 
oder  auch 

(3)  J){x,y)  =  I).K (.1-,  y )  -f  [ A'(.r,  « ) T) ( «,  y)il a. 
P^benso  leicht  ergibt  sich  aus  der  Formel  ( 1 )  die  Gleichung 

(4)  J) i ./•,  // )^  1).K( J-,  y)^^  l\(a,y)l)(x,a)il a. 

Die  Formeln  (3)  und  (\)  sind  also  bewiesen,  sobald  die  bezeichnete 
Kigenscliaft  der  l'^rcdholmscheii  Ivcihcii  feststeht. 
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Hier  möge  noch  beilüutig  bemerkt  werden,  daü  die  Fred- 
hol in  scheu  Reihen,  weno  sie  die  Integralgleichung  mit  stückweise 
stetigem  Kern  auflösen,  auch  dasselbe  für  Systeme  von  Integral- 
gleichungen leisten. 

Seien  z.  I>.  die  Gleichungen 

(jP,  X  =  /;  X  4-  J  A'i,  (x,  a)  qPi  a .  f/ «  +  J  K^^  (x,  u)  (p^  u .  il u, 


(5) 


(p.,x  =  /j  .r  -f  I  -'^l  (-i'i  « )  T 1  '^'  • '/ «  +  I  A'22  (•'",  «)  ^2  « • '' « 


vorgelegt,  in  denen  über  ein  lineares  Gebiet  integriert  wird, 
innerhalb  dessen  die  Funktionen  K,,,.(x,u)  bezüglich  jedes  Argu- 
ments stückweise  stetig  sind;  (p^x  und  tp^r  seien  die  Unbekannten. 
Dann  setze  man  für  die  Gebiete 


1. 

O^.r^  1, 

o<^^L 

2. 

O^r^  1, 

1  ^  y  ^  2, 

b. 

1  ^  a;  ^  2, 

o^//^i, 

4. 

1  ^  .r  ^  2, 

1  ^  //  ^  1 

die  folgenden  Detinitioneu  an,  deren  jede  sich  auf  das  gleich 
numerierte  Gebiet  bezieht: 

1.  K{x,(/)  =  K^i{jr,y\ 

2.  K{x,y)=:  K,,(x,y-l), 

3.  Ä'(./-,  y)  =  A\i (x—l,  ?/), 

4.  K(x,  y)  =  A'ja  ix  —  l,y—l). 

Ferner  gelte  das  erste  oder  zweite  der  Gleichungssysteme 

(px  =  (p^x,     /'./■  =  /",  .r;       fx  =  f^ix  —  1),     <jp.f  =  (p^U  —  1 ), 

je  nachdem  x  der  Strecke  von  0  bis  1  oder  von  1  bis  2  an- 
gehört.   Dann  können  die  Gleichungen  {'>)  in  die  eine  Gleichung 

2 

(px  =  fx -{■  I  K [x^(/.)q)u.(l u 
0 

übergeführt  werden,  deren  Kern  auf  der  Strecke  von  0  bis  2 
stückweise  stetig  ist,  wenn  dasselbe  von  den  Größen  A*„,.  auf  der 
Strecke  von  0  bis  1  gilt. 

Diese  Betrachtung  kann  offenbar  leicht  verallgemeinert  und 
dazu  benutzt  werden,  die  Ergebnisse  des  dritten  Abschnitts  auf 
Systeme  von  Integralgleichungen  zu  übertragen. 
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§61. 
Der  Hadamardsche  Determinantensatz. 

Zu  den  wichtigsten  Eigenschaften  cUt  rredhülm scheu  Reihen 
fülirt  folgende  algehraisclie  Betrachtung. 

Unter  einer  orthogonalen  Suhstitutiou  versteht  man  Ijokannt- 
lich  eine  lineare  Substitution  von  der  Form 

1,  »I 

bei  welcher  die  Identität 

1  .  »1  1  ,  n 


"^?/5  =  2'-' 


besteht.  Hat  mau  im  besonderen  n  =  2,  so  lehren  die  oöeubar 
zusammen  bestehenden  Gleichungen 

y^  =  :r^  cos  u  —  .r^  sin  «, 
7/2  =  ./'i  sin  05  -f  .r^  cos«, 

V{  +  .'2  =  v!  +  yh 

in  denen  u  ein  beliebiger  Winkel  sein  kann,  daß  es  eine  ortho- 
gonale Substitution  gibt,  bei  der  die  Koeffizienten  einer  Reihe 
sich  zueinander  verhalten  wie  gegebene  Größen,  die  nicht  alle 
gleich  Null  sind. 

Diesen  Satz  kann  man  leicht  durch  vollständige  Induktion 
auf  Substitutionen  in  beliel)ig  vielen  Variablen  ausdehnen.  Sei 
nämlich  der  Satz  für  n  —  1  Variable  bewiesen,  so  d.iß  in  den 
zusammen  bestehenden  Gleichungen 

l,>i  —  1  ],n  —  1  1,11-1 

£<  I'  I' 

bewirkt  werden  kann,  daß 

«11  =  ^'Cu      "la  =  ^'C,,      ...a,.„_i  =  Ar„_,, 

wobei  r,,  c.^...  r„_,  beliebig  gegebene  Größen  sind,  die  nicht  alle 
verschwinden,  und  ).  ein  von  Null  verschiedener  l'roj)orti()nalitäts- 
faktor  ist.  Dann  fügen  wir  das  Variablcnpaar  /„  —  //„  liin/u.  so 
daß  die  Gleichung  ,  ^^  ^  ^^ 
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gilt,  und   biltleii  weiter  die  Substitution 

2^  =  j/j  cos  «  —  i/„  sin  «, 
2n  =  i/i  sin  a  -I-  ij„  cos  «, 

^2    =  !/2i         -"'s   =  !/3'        ...^■„-1   =  //„-l. 

Alsdann  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

1 ,  M  1 ,  M  1 ,  n 

I'  >'  I' 

und  besonders  die  Beziehung 

I ,  n  —  l 
z^  =  C03  «  "^  "i ,. .' ,.  —  '•»  sin  CA. 

Die  Koeffizienten  dieses  Ausdrucks  sind 

A('iC0S«,      AfgCOSK,      . . .  Af„_i  cosa,      — sin«, 

und  man  kann  durch  passende  Wahl  des  Winkels  u  bewirken,  daß 

—  sin  «  =  c„  /,  COS  a, 

wenn  c„  eine  beliebig  vorgeschriebene  Größe  bedeutet.  Auf  diese 
Weise  ist  erreicht,  daß  die  Koeffizienten  in  der  ersten  Reihe  der 
die  Variablen  .r  und  z  verknüpfenden  Substitution  den  willkür- 
lich gegebenen  Größen  c,,  r,,...c„  proportional  sind.  Die  Schluß- 
reihe versagt  nur,  wenn  n  —  1  Größen  c  verschwinden;  dann  ist 
aber  die  gesuchte  orthogonale  Substitution  einfach  eine  Permu- 
tation der  Größen  ./■,,,  bei  der  .i\  und  .»„  sich  vertauschen. 

Jetzt  seien  ./•,,,,  ./v. „  .,../„,,,  indem  man  r  =  1,  2  ...  »  setzt, 
7?  Wertsysteme  der  Variablen  ./„  x.,  ...  .'„,  und  man  wende  auf 
diese  eine  orthogonale  Substitution  in  der  schon  oben  gebrauchten 

Form  an,  indem  mau  setzt 

1." 

o 

Die  jenen  n  speziellen  Wertsystemen  entsprechenden  Systeme 
der  Größen  y  seien  yi  ^,  //a,.  ...  ynv  Dann  kann  man  nach  dem 
oben  erhaltenen  Resultat  die  Koeffizienten  u  so  wählen,  daß  die 
(ileichungen 

Z/i2  =  ?/is  —  '•■  =  !h„  ="  0 

gelten.     Denn  das  gibt  die  u  —  1   homogenen  Gleichungen 
^a,.,x.,a  =  0,       (J  =  2,  3...»/. 

Kneser,  lutegralgleichuugeo.     2.  Autl.  ]^ 
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die  man  immer  durch  l'nbekannte  erfüllen  kann,  deren  Werte 
nicht  sämtlich  verschwinden.  Diesen  Unbekannten  können  dann, 
wie  gezeigt,  die  Größen  «n.rtio ...  «i„  proportional  gesetzt  werden. 
Weiter  transformiere  man  die  Variablen  //a, //a  .••  y„  durch 
eine  orthogonale  Transformation  derart  in  die  neuen  Variablen 
^2,  ~3  • .  •  ^ii-  *laß  die  Gleichungen 

"23   =   ^24    =   ■•  •   =   ■^2»!   =   ^^ 

bestehen,  wobei  allgemein  Z2,.,  ^3,,...^-,,,'  th^s  Wertsystem  be- 
deute, das  dem  System  //2,.,  ysf  •■•  ^n .-  entspricht.  Die  hierzu 
dienende  Substitution  kann  zugleich  als  eine  Transformation  der 
II  Variablen  //i,  ij.i  ••■  !/»  angesehen  werden,  indem  man  die  eine 
Gleichung  z^  =  i/i  hinzufügt.  Dann  kann  auch  das  Variablen- 
system ^1,  Z2  ...  ~»  als  durch  orthogonale  Transformation  aus 
den  Variablen  .<i,  ./'a  •••  ■''"  hervorgegangen  erscheinen  und  die 
speziellen  Werte,  die  den  Größen  ./„„  entsprechen,  bilden  ein 
System  von  folgender  Gestalt: 

^n     0       0       ...     0 

Z.21     Z.22    0       ...     0 


In  diesem  enthalten  die  erste  und  zweite  Zeile  rechts  von  der 
Diagonale  nur  Nullen.  Auf  diese  Weise  geht  man  weiter  und 
stellt  ein  System  her,  in  welchem  die  drei  ersten  Zeilen  dieselbe 
Eigenschaft  haben,  die  soeben  für  die  erste  und  zweite  erreicht 
wurde.  So  fährt  man  fort,  bis  man  schließlich  erreicht  hat,  daß 
die  n  —  1  ersten  Zeilen  rechts  von  der  Diagonale  nur  Nullen 
enthalten.  Sind  die  letzten  Variableu  /,  so  hat  man  dann  ein 
Größensystem  von  der  Form 

<,i         0  0  ...  0 

^21         ^22         0  ...  0 

/ii  — 1,1    '»1  —  1,2    ')!  — i,:i   . .  •    Ö 
'11  1  ^,2  '11 3  ...    <iin 

erzielt  und  der  Wert  der  aus  diesem  geliildeten  Determinante 
ist  offenbar  /,,  Z^^.  .• .  '...i- 

Nun  haben  die  Determinanten  der  orthogonalen  Substitution 
stets  den  Wert -f-  1;  die  Dct«  iininantc  des  transformierten  Größen- 
systems ist  gleich  der  des  ursprünglichen  multipliziert  mit  der 
Sul)stitutionsdeterminante.     Daraus   folgt,   daß  die   ursprüngliche 
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DetermiLante  ilem  absoluten  Werte  nach  ji;leiih  dem  Produkt 
der  n  Größen  /,.,,  ist,  da  die  (irößen  /„,,  durch  ortliogonale  Sub- 
stitution aus  den  ursprünglichen  Grüßen  .r„,.  abgeleitet  sind. 

Jetzt  werde  vorausgesetzt,  die  Größen  ./„,.  seien  dem  abso- 
luten Betrage  nach  niclit  größer  als  1.  Die  Größen  t  seien  in 
der  Form  i,„ 

o 

angesetzt  und  es  besteht  die  Gleichung 

1 .  »I  1 ,  n 

Aus  dieser  folgen  bekanntlich  unmittelbar  die  Gleichungssjsteme 

1,(1  I.M 

1'  I' 

1,11  l.M 

2  blo  =1,        2  b„..b,.,.  =  0,       u  ^  j'. 

Da  nun  zwischen  beliebigen  reellen  Größen  r,,,  ./•,,  die  allgemeine 
Ungleichung  ^-^         .2       ^^        x^ 

gilt,  so  folgt,  indem  man  c,,  =  h,..j  setzt, 

Bei  der  Annahme    ./•,.    <  1  folgt  also 
im  besonderen  ergibt  sich 

Da  ferner  für  die  Determinante 

*^ii     ■'  ij    •  •  •   ^m 

f   ^21        •'•22     •    •    •     -''in    1 

I   «^n  1      -''an    •   •    •     •'itn   I 

oben  die  Gleichung 

—'       ^^^^   Ml  '22    •  •  •    'nn 

abgeleitet  ist,  so  folgt  j   <;^  1  ,j^^ 

und  die  Iladamardscho  Ungleichung  ist  vollständig  bewiesen. 

18* 
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Diese  UngleiL-huug,  die  zunächst  nur  für  den  Fall  reeller 
Elemente  x,,,.  abgeleitet  ist,  bleibt  richtig,  wenn  die  in  einer 
Spalte  stehenden  Elemente  sämtlich  rein  imaginär  sind.  Hat 
mau  daher  eine  Determinante  aus  komplexen  Elementen,  die 
sämtlich  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  1,  etwa 
die  Determinante  der  Elemente  </„,, -f '^«i.,  wobei  die  zweiten 
Zeiger  in  den  Spalten,  die  ersten  in  den  Reihen  konstant  bleiben, 
und  zerlegt  man  die  Determinante  entsprechend  den  beiden  in 
jeder  Spalte  stehenden  Summanden  in  Determinanten,  deren 
Spalten  entweder  aus  Gliedern  wie  «i,.,  a^y  ...  a„,.  oder  aus 
Gliedern  wie  ihi,,^  ib2<j  ...  ib„o  bestehen,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Summanden  2".  Auf  jeden  einzelnen  von  ihnen  kann  die  für 
reelle  Elemente  geltende  Hadamardsche  Ungleichung  angewandt 
werden.  Die  Determinante  der  komplexen  Elemente  a„,.-\-ib„,. 
ist  also  absolut  kleiner  als  2"  y«",  wenn  die  absoluten  Beträge 
der  Elemente  kleiner  als  1  sind. 

Hieraus  schließt  man  sofort,  daß  der  absolute  Wert  einer 
Determinante  mit  reellen  oder  komplexen  Elementen,  die  sämtlich 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  g  sind,  unter  der  Grenze 

g"{2]'n)" 
hegt. 

^  02. 
Die  Konvergenz  der  Fredholmschen  Reihen. 

Das  erhaltene  Resultat  wenden  wir  auf  die  Determinanten 
an,  die  in  den  Ausdrücken  ^„(a*,  ?/)  und  A,,  vorkommen.  Der 
Kern  A'(./-,  y)  sei  im  Grundgebiet  als  Funktion  jeder  der  Stellen 
X  und  y  stückweise  stetig,  übrigens  reell  oder  komplex.  Dann 
gibt  es  eine  solche  positive  Konstaute  (/,  daß  die  Ungleichung 

K{JC,y)    <g 
gilt,  wenn  die  Stelleu  x  und  y  das  Grundgebiet  durchlaufen,  und 
mau  findet  sofort  die  Ungleichungen 

^.(•^,»/)!<i/"+M2  v»rri)"""f", 

in  denen  c  den  Wert  des  Integrals  j  J.r,  erstreckt  ül)cr  das  Grund- 
gebict,   bedeutet.     Die   einzelnen  (ilieder   der  Reihe  D(x,y)  sind 

daher  absolut  kleiner,  als  die  entsprechenden  der  Reihe 

1, » 
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Diese  ist  aber  konvergent.  Denn  der  Quotient  zweier  aufeinander- 
folgender (ilieder  ist,  wenn  man  das  folgende  als  Zähler,  das 
vorhergehende  als  Nenner  nimmt,  einfach 


2  <i  \>'  ^  \ 


^  1       H     /    n         \n   ^  n / 


und  da  die  Größe  /,         1 


(-:)' 


dem  Grenzwert  e  mit  wachsenden  Werten  von  n  zustrebt,  so  ist 
der  Wert  dieses  Quotienten  bei  hinreichend  großem  Wert  von  n 
beliebig  klein.     Ebenso  ist  mit  der  Reihe 


—    c" 


II 
die  Iieihe  l)  zu  vergleichen;  sie  konvergiert  jedenfalls  nicht 
schlechter  als  die  Reihe  7i'o.  Da  die  Reihe  Jl  ferner  von  den 
Stellen  ./•,  y  gänzlich  unabhängig  ist,  konvergiert  die  Reihe  D(x^y) 
gleichmäßig.  Damit  sind  die  notwendigen  Grundlagen  gegeben, 
um  aus  der  Rekursiousformel  des  ii  (JO  die  Gleichungen 

(1)  D{x,ij)  =  DK(.r,;j}^JK(fy.,i/)D(.r,ry.)</a, 

(2 )  D (.r,  7j)=  DK{ ./•,  //)  +  j  A' (./•,«)!>( «,  >,),/ « 

erschließen  zu  können,  die  somit  für  beliebige  symmetrische  oder 
unsymmetrische  Kerne  K(  i\  y)  der  oben  bezeichneten  Art  be- 
wiesen sind. 

Ist  ferner  JJ  von  Null  verschieden,  so  liefert  die  Formel 

i'  ./•  -r-  f  r   -\-     , .  M  ^  (  '",  C/.)f  U.(t  U 

eine  Lösung  der  Gleichuug 

i^'  ./•  =  fx  -\-  I  7v  ( /.  u)  w  u  .il  (/.. 

Ein  besonders  wichtiger  Sonderfall  ist  der,  daß  der  Kern 
K(j\y)  eine  ganze  rationale  Funktion  eines  Parameters  k  ist, 
der  auch  komplexe  Werte  annehmen  kann.  Beschränkt  man  diese 
auf  ein  festes,  übrigens  beliebiges  Gebiet  Ö),  so  liegt  die  Funktion 
K{.v,y)  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  von  ?.  unab- 
hängigen Grenze  y,  und  die  Reihen  D  und  l)(x,y)  konvergieren 
gleichmäßig  auch  in  bezug  auf  a,  sind  also  nach  dem  Theorem 
von  Weierstrass  im  Gebiete  &  reguläre  analytische  Funktionen 
von    /..      Da    nun    die.^e    l'olgerung    für    ein    beliebiges   Gebiet   (li 
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gezogen  werden  kann,  so  sind  die  Größen  D  und  l){x,y)  ganze 
transzendente  Funktionen  von  /.. 

Enthält  die  Grüße  7\.' (./,//)  den  Parameter  A  als  einfachen 
Faktor  und  bezeichnen  wir  durch  K{x,  y)  und  D(x,  y)  die  Größen^ 
die  bisher  h'i.r.y)  ?.  und  D(x,y)/l  hießen,  so  finden  wir,  daß 
die  Funktionalgleichung 

i' X  =  fx  -f  A    K{x,  a)  !/•  u .  <l ('. 

durch  einen  'v>uotienten  zweier  ganzer  Funktionen  von  /., 
also  durch  eine  meromorphe  Funktion  dieser  Größe 
gelöst  wird,  womit  die  Schmidt  sehe  Formel  verallgemeinert  wird. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lösung,  wenn  wir  fx  durch 
K(x,y)  ersetzen;  dann  erhält  man  einfach  die  Fred  ho  Im  sehe 
Resolvente 
(3)  toc  =  K(x,  y )  -h  A     K(x,  u)  i'  a .  d  u, 

aus  der  man  schließt,  daß  tx  dem  lösenden  Kern  r(x,y)  gleich- 
zusetzen ist;  dieser  hat  den  Wert 

wie  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgeht.  Die  Reihen  D  und  IJ{x,  y) 
haben  jetzt  entsprechend  der  geänderten  Bezeichnung  die  folgende 
Gestalt 

I)  (X,  rj)  =  K(x,  y)  —kA^  (./■,  y)  +  ^  y.j  ^2  (-^  V) ^ 

D=  1  -lA.^^A, 

und  aus  der  Beziehung 

An  =  j  A„-i(u,a)(lu 
folgt  die  Gleichung 

j />(./,  .r)r/.r=  -  ^^^  . 

Hieraus    ergibt   sich    eine    bemerkenswerte    Folgerung    unter 
der  Voraussetzung 

Man  entwickele  auch  die  Größen  />(j,//)  nach  Potenzen  von  /.  —  a, 
und  es  sei  etwa 

V(x,y)  =  V,(x,!n(?.-?.,f  -\-  JKi'^'Di?.    -/.,)'■•'+    •••• 
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Dann  sind  1),.[j\,  ij)  uuch  (k-r  iiildungsweise  der  Reihe  D(j\ij) 
stetige  Funktionen  von  .<  und  //,  duieu  erste  nicht  identiscli  ver- 
schwindet.   Die  Größe  ,• 

l)(.r,x)iLr 

enthält  mindestens  die  Potenz  (/.  —  A,  )^  als  Faktor,  und  dasselbe  gilt 
von  dl)  (/ /.;  mithin  entliält  J)  mindestens  die  Potenz  (A — A,)''^'. 
Die  Stelle  Äi  ist  also  sicher  ein  Pol  für  den  Pruch  I)(.i,ii\J) 
und  die  Gleichung  (2)  ergibt 

wobei  rechts  nur  Glieder  weggelassen  bind,  die  eine  ganz  durch 
).  —  Aj  teilbare  Funktion  von  A  bilden.  Nun  ist  auch  D  durch 
(A  —  Aj  )''■,  wie  gezeigt,  teilbar  und  gibt  einen  <Vuotieuten.  der  für 
A  =  A,  verschwindet;  mithin  erhält  man  die  Gleichung 

und   da   D^ix^ij)   nicht   identisch   verschwindet,   kann    man   //   so 

tixieren,  daß  eine  nicht  identisch  verschwindende  Funktion  von  x 

herauskommt.      Damit    hat    man    eine    Lösung    der    homogenen 

Integralgleichung 

(4)  qp.r  =  A,     h  {.i\,  a)  cp  n  .<l u 

gewonnen.  Eine  solche  ist  vorhanden,  wenn  D  an  irgend  einer 
Stelle  A  =  Ai  verschwindet. 

Ebenso  ergibt  sich  mittels  der  Gleichung  ( 1 ) 

und  eine  Lösung  der  Integralgleichung 

(.5)  U'if  =  Ai      I\{r/.,  !i)iI'u.<Ih; 

die  Gleichungen  (4)  und  (.'>)  haben  nach  >;  55  gleich  viel  linear 
unabhängige  Lösungen,  was  sich  auch  aus  den  Fredholnischen 
Reihen  erkennen  läßt. 

Multipliziert   man   die  Gleichung  (4)  mit  D{u,.i).  integriert 
und  benutzt  die  Resolvente  (1),  so  folgt 

I){H,  x)qx  .(1 .1   r-r  ;.j         l\  [  i\  a)  I)[h^  x)(fri  .il  ad  I 
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oder  indem  man  nochmals  die  Gleichung  (4)  benutzt  und  das 
Zeichen   /'  einführt, 

(p  H  =  (A,  —  A)  I  r(}(^  X)  (f/X .ilx', 

ebenso  ergeben  die  (ileichung  (5)  und  (2) 

(/•  u  =  (A,  —  A)     r(x,  n)  (f  X .  (Ix. 

Damit  sind  die  Eigenschaften  des  lösenden  Kerns  erhalten,  die 
wir  in  besonderen  Fällen  des  vierten  und  sechsten  Abschnitts 
schon  vielfach  benutzt  haben. 

Endlich  ergeben  die  Gleichungen  (4),  (5),  in  denen  wir  jetzt 
g,  und  Ji-,  für  cp  und  i'  schreiben  wollen,  kombiniert  mit  den 
einem  anderen  Eigenwert  entsprechenden  Gleichungen 

(6)  (p2  j'  =  Aj     A'(./;,  «)  ^2  '^  • '/«) 

(7)  ti^  =  Ao     A'(«, ./)  j/'goc.f/./', 

indem  man  die  Gleichung  (4)  mit  Aji^'a^f,  die  Gleichung  (7)  mit 
A,(;r,.'   multipliziert  und  nach  ./   integriert 

(  Ao  —  Aj)  I  9?!  .<  .  i}'2^'-'  •^■^'  =  ''■1  '^s        A'(,/',  «)  (jTi  a.  i'iX .(I a  <l x 

—  A,  Aj  I  I  A'(k,  x)  9i  ./■ .  j/'j «  .  tlx  (I  r<  =  0 , 

oder  ■    '  '   . 

I  9,./  .ip.^x.il X  =  0; 

ebenso  ergeben  die  Gleichungen  (5)  und  ((i) 

(jCo-T.  t\  X  .<!  X  =  0. 

Damit  haben  wir  den  Anschluß  au  den  Begriff  dos  biorthogonalen 
Systems  erreicht,  von  dem  in  den  §§  49  und  50  unter  besonderen 
Voraussetzungen  die  Rede  war. 

§  63. 
Die  Fredholmschen  Reihen  und  die  symmetrischen  Kerne. 

Dali  die  (irölie  J)  lici  loellen  symmetrischen  Kernen,  also 
unter  der  Voraussetzung 

A'C'i.'/)  =  A(//,  ,r), 
iiiiiiK  r  mindestens  einmal  verschwindet,  kann  jetzt  auf  eine  neue 
^\  eise    leicht    gezeigt    werden.      In    der    Tal    versuchen    wir    den 


6:^. 
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lösenden  Kern  r(./, //)  nach  Potenzen  von  l  zu  entwickeln,  so 
müßte  die  erhaltene  Reihe  hestätulig  konvergieren,  wenn  der 
Nenner  D  nirgends  verschwinden  sollte.  Läßt  sich  also  zeigen, 
daß  diese  Reihe  nicht  beständig  konvergieren  kann,  so  wird 
notwendig  mindestens  eine  Wurzel  der  (Heichung  Z>  —  0  vor- 
handen sein. 

Aus  der  (ileichung  (3)   des   !?  C'2   ergibt  sich  nun,  wenn   wir 

ansetzen,  sofort  die  allgemeine  Beziehung 

K"  + » (.r,  y)  =  \  A'»  (K,  //)  K{x,  a) du. 

Die  Größen,  K"  sind  also  mit  den  in  ?:  19  ebenso  bezeichneten 
identisch  und  es  besteht  wie  dort  die  Gleichung 

A'"'  +  "  (.>',  //)  =  I  A'"  (X,  a)  K"  iy,  a)<1u. 

Aus  dieser  folgt  unmittelbar  mittels  der  Schwarzsehen  l'n- 
gleichung,  indem  man  n  =  m  -\-  2  und  x  für  y  setzt, 
( 1 )  A2 "'  ( jr,  j)  A2 •"  +  *  {X,  .<•)  —  [ A"^ "'  +  •'  (.r,  x)Y  ^  0. 

Wenn  nun  IO'"{x,  x)  für  irgend  einen  Wert  von  x  ver- 
scliwindet,  so  würde  diese  Ungleichung  sofort  dasselbe  für 
A-"'  +  2(./',  r)  und  ebenso  für  alle  folgenden  Größen  K'-*'{x,x)  er- 
geben.    Die  Größe 

K^{x,  X)  =  I  Ar(a,  xydu 

ist  aber  offenbar  positiv;  wäre  K'-Ux.,x)  die  erste  Größe  ihrer 
Art,  deren  Exponent  eine  Potenz  von  2  ist  und  die  verschwindet, 
so  ergäbe  die  Identität 

7v 2 '(.,■,./•)  =[  K'(x,a)ida, 

daß  auch  K'(x,x)  verschwände,  was  der  Definition  des  Zeigers 
2  s  widerspricht.  Da  nun,  wenn  überhaupt  eine  Größe  A'"-"(.'",  •') 
den  Wert  Null  hätte,  dasselbe  auch  von  einer  ebensolchen  Größe 
gelten  müßte,  in  der  für  2n  eine  Potenz  von  2  gesetzt  ist.  so 
zeigen  die  erhaltenen  Resultate,  daß  alle  Größen  K^'"{x,x)  po- 
sitiv sind. 

Jetzt   ergibt    die   erlialtene   Ungleichung  ( 1 ),   daß  die   Reihe 
ii  >- 
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§  C3. 


für  gewisse  Werte  von  /.  divergiert;  denn  der  Quotient  eines 
Gliedes  durch  ein  vorhergehendes  ist 

V"  —     A2"  (.r,.r)       ' 
Nacli  der  Ungleichung  ( 1 )  ist  aber 

Ä'2«  +  a  {X,  X)       K^^  +  *{x,x) 

und  die  Nenner  sind,  wie  gezeigt,  von  Null  verschieden.  Somit 
folgt,  daß  der  (^hiotient  (^>„  mit  n  anwächst,  also  bei  passender 
Wahl  von  A  immer  größer  als  Eins  ist.  Die  Reihe  7t'  ist  also  I 
divergent;  sie  ist  aber  nur  als  Teil  in  der  Taylorscheu  Reihe 
r(.r,x)  enthalten;  mithin  kann  diese  nicht  beständig  konver- 
gieren. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Größe  D  mindestens  eine  Null- 
stelle als  Funktion  von  ?.  besitzt;  jeder  stetige  symmetrische 
Kern  hat  also  mindestens  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende Eigenfunktion. 

Sei  nun  Aj  irgend  ein  Pol  der  moromorphen  Funktion  Tl././/), 
und  gelte   in  der  Umgebung  der  Stelle  Äj  folgende  Entwicklung: 

durch  fk  seien  dabei  stetige  Funktionen  der  Argumente  r,  //. 
durch  ^^  eine  Potenzreihe  bezeichnet.  Dann  gibt  die  Gleichung  (o) 
des  §  62:  .... 


+  •••  + 


/i(^<-.'/» 


,/rH-^^S(A-/.,) 


=  il  (./,;?/)+;.      7v'(.',«) 

oder 

/■,  (./•,  // )  +  ( A  -  A, )  A _ ,  (.r,  // )  +  ( A  -  A/)2  ^.t.^,  (A  -  A, ) 

=  K(.i\  y  M  A  —  A, )''   1    /.  I  A'  ( r,  a )  (\  ( a.  // ) ,/  a 

-t-  ( A  —  A, )  1  A' ( ,/ ,  r/. )  /,,    ,  ( f<,  // )  d u  f  ( A  —  A,  )-i  ^^\,  ( A  —  A, ), 

wobei    ''|>, ,   '4>2,   '^\^   wiederum    rotenzroihen    bedeuten.     Setzt   man 
hier  A  =  A,,  so  findet  man 

//.('■,  //)   --   A,     7\'(  /,  r<)/fc(f<, //)'/«. 
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Differenziert  man  dagegen  erst  nach  /.  und  setzt  erst  in  der 
erhaltenen  Gleichung  ).  =  Ai,  so  findet  man 

fk - 1  (./•,  y)  =  \K( ./•,  u )  /fc ( «,  y )  J «  -f  ;.,  I  A' ( ./ ,  K ) /^. _ ,  ( «,  j/ ) '/ '< 

Kombiniert  man  die  beiden  letzten  Gleichungen,  indem  man  die 
erste  mit  /fc_i(,',  y),  die  zweite  mit  fu{j:^y)  multipliziert  und  die 
Differenz  beider  bildet;  integriert  man  sodann  nach  v,  so  ergibt  sich 

0  =  /  [fk(-'\y)-^<lx 

+  Ai     K{x,  a)  \  fk  (a-,  y)  fk-ii «,  // )  —  /fc  («,  H)  fk  - 1  (^,  yVidf^  f^  r. 

Hier  ist  das  letzte  Integral  bei  symmetrischem  Kern  gleich  Null; 
also  müßte  auch  fk{'\  y)  identisch  verschwinden  entgegen  der 
Voraussetzung.  Die  Zahl  Je  kann  also  nicht  grüßer  als  Eins  sein; 
im  Falle  eines  symmetrischen  Kerns  sind  alle  Pole  des 
lösenden  Kerns  einfach. 

In  der  Umgebung  eines  solchen  Poles  sei  diese  Größe  in  dtr 
I'orm 

entwickelbar.     Dann  ist  die  Größe 

an  der  Stelle  A  =  A^  nicht  mehr  singulär.  Beschränken  wir  uns 
nun  auf  symmetrische  Kerne,  die  keine  anderen  als  positive 
Eigenwerte  besitzen,  also  positiv  definit  sind,  so  ist  einer  von 
ihnen  der  kleinste;  er  werde  durch  Aj  bezeichnet.  Dann  liegt  in 
der  Ebene  der  komplexen  Größe  A  auf  der  Kreisfläche  mit  dem 
Radius  A,  kein  anderer  Pol  als  Aj.  Die  Taylorsche  Entwick- 
lung der  Größe  r^{.t;y)  konvergiert  also  noch  für  einen  Wert 
A  =  Ai  -f  T,  in  welchem  r  eine  positive  Größe  bedeutet.  Diese 
Entwicklung  kann  explizit  in  folgender  Form  angegeben  werden: 

r,  (r,  ,,)  =  K(x,  y)  +-  V  Ä'"  -  >  (a-,  y)  A"  +  ^]  *  ' ' :' ' 
(3) 
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Da  nun  diese  Reihe  konvergiert,  wenn  mau  A  =  A, -f- r  setzt, 
so  folgt  I  r  /j.     i.  , 

Jini  \[K"  +  M  r,  //)  -  ^r-)  ^^1  +  '')"  I  =  0 

oder 

J[m  [^ '^J  +  ; ^"  ( A-;  +  Wl»  + '  (.r, ,/ )  -  t\  (.r,  y))J  =  0, 

also  ;i  fortiori 

lim  1 A»  + '  K"  + '  (./•,  // )  -  /,  {.V,  y)]  =  0, 

/■.(.'•,//)  =  lim  [Ay  +  'Ä"  +  '(x.y)]. 

Da  nun  nach  dem  Obigen  f\  U,  ij)  eine  F^igenfunktion  des  Kerns 
ist,  so  ist  wiederum  das  Verfahren  des  §  19  abgeleitet,  eine 
Eigenfunktiou  durch  einen  Greuzprozeß  herzustellen,  sobald  der 
zugehörige  Eigenwert  gefunden  ist. 

Aber  auch  für  diesen  selbst  ergibt  sich  aus  der  erhaltenen 
Formel  ein  Grenzprozeß,  durch  den  man  ihn  herstellen  kann. 
Da  nämlich  die  Produkte 

A';iC"(.r,«/),         X-^^K-'^Hx.u) 

bei  wachsenden  Werten  von  n  einander  nahezu  gleich  werden, 
so  ergibt  sich 

A.  =  lim  /"(■:- ^V  ,        A,'  =  lim  ^'^^ - 

Diese  Ausdrücke  werden  illusorisch,  wenn  der  Nenner  verschwindet. 
Man  vermeidet  dies  bei  dem  zweiten  nach  den  ol)eu  durch- 
geführten Betrachtungen,  indem  man  )i  gerade  nimmt  und  x  r=  y 
setzt.  Ein  spezieller,  vielleicht  zweckmäßiger  (Jrenzprozeß  wird 
durch  die  Formel  ,,.„ , 

angegeben. 

Beiläufig  findet  man  auch  noch  leicht  eine  Formel,  durch 
die  die  Anzahl  der  zu  dem  Eigenwert  Ai  gehörigen  Eigeu- 
fuuktionen  bestimmt  werden  kann.  Erinnert  man  siel»  nämlich 
der  Formeln 

l'/;,,,,.,,/,.  =  -''J^.      ^^^f/'^  =  7v(r,  r)  +  2;A-'"^M.•,.r)A^ 

•'  '  II 

und   setzt    wie   t'iiihcr 
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SO  findet  iiKiu  die  Taylorsche  Entwicklung 

und  der  absolut  kleinste  Pol  dieser  offenbar  meroniorphen  Funk- 
tion ist  wiederum  /.j.  Ist  nun  A  =  A,  eine  7 -fache  Nullstelle 
der  ganzen  Funktion  1)^  so  kann  man  iti  folgender  Form  ent- 
wickeln 

dk     -A-Ai+  +  '--      '■»'■ 
Vergleicht  man   die  beiden  für  die   linke  Seite  dieser  Gleichung 
erhaltenen    Reihen,   so   findet  man  durch   die  bei  den   Entwick- 
lungen (2)  und  (3)  gezogenen  Schlüsse 

q  =  lim  (r„;.^). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist,  wenn  man  n  gerade 
nimmt,  die  Größe  V  des  §  Ib.  Ferner  ist  die  Grüße  r(j,  y)  bei 
jedem  von  allen  A„  verschiedenen  Werte  von  A  als  Lösung  einer 
nicht  homogenen  Integralgleichung  nach  §  23  eindeutig  bestimmt, 
also  mit  der  dort  ebenso  bezeichneten  Größe  identisch.  Daraus 
folgt,  daß  auch  die  Größen  I)  hier  und  in  Jj  23  dieselben  sind. 
Dort  trat  in  dem  Produkt 


D-=u{^-;.y-'- 


der  A,  enthaltende  Faktor  so  oft  auf,  wie  die  Anzahl  der  linear 
unabhängigen  Eigenfunktionen  beträgt,  die  zum  Eigenwert  Aj  ge- 
hören. Diese  Anzahl  ist  also,  wenn  nur  positive  Eigenwerte  vor- 
handen sind,  gleich  der  Vielfachheit  der  Nullstelle  A  =  A,  in  der 
Fred  hol  m  sehen  Reihe  D. 
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T-i 

Vi  "i     •  • 

■H'k"i 

1 

f,'. 

Vi  "-3        •  ■ 

•  fpk"2 

(/'•  +  !):..    ". 

f'-k  +  i 

V  1  '-k  f  1  • 

•Vk'U 
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gleichungen  vierter  Ordnung  enthalten  folgende  Arbeiten: 
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Sternl)erg,  Die  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  in  der  m:i- 
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generales.  Mem.  de  Tacademie  de  St.  Petersbourg,  classe  phys.-math.  (8) 
15,   1804,  sowie  nach  der  zu  §  27  angeführten  Arbeit. 
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d"un  ou  de  plusieurs  curseurs.  Journal  de  l'Ecole  pulytechnique  (1)  cah.  L'!'. 
Paris  1843. 

Lord  Rayleigh,  Theory  of  souud  I,  Nr.  135,  1894. 

K.  W.  Wagner,  Elektromagnetische  Ausgleichsvorgänge  in  Freileitungen 
und  Kabeln.  Leipzig  1908.  Das  Werk  enthält  schöne  Randwertaufgaben 
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sie  rotierende  Seil,  in  das  ein  Knoten  geschlagen  ist.  Bei  der  ersten  Auf- 
gabe werden  Kern  und  Eigenfunktionen  trigonometrisch  ausgedrückt;  bei 
der  zweiten  durch  die  hypergeometrischen  Reihen  F  {«,  ß,  y,  .*),  7''  (1  —  ß, 
l  - .'.,  3/2,  z),  F  0^,  ß,  l,  l  - .'). 

Kneser,  Die  zu  §  24  angeführte  Arbeit. 

§  32.  Darstellungen  willkürlicher  Funktionen  durch  Besselscbe  bei 
Sternberg  (4;  30),  Laudien  (v;47),  Jaroschek  (ij  47)  und  Kneser  (;<  30,  45). 

vj!?  33,  34.  Entsprechende  Untersuchungen  über  Jacobische  Polynome 
,,,  „      /      H       1  — »       3  1  \ 

gibt  Koschmieder,  Untersuchungen  über  Jacobische  Polynome,  Ha- 
bilitationsschrift, Breslau  1919.  Math.  Zeitschrift  S.  1920.  Bei  ungeradem  « 
sind  die  Polynome  2',,  Eigenfunktionen  des  Kerns 

K(x,  5)  =  l       ''-*   -   ,     x<l 

0 

Für  ((  =  1/3,  p«  =  p  («  0,  —  1),  H  ungerade  sind  T„  (p'»<)  die  Eigen- 
funktioiien  des  Kerns 

K  ((/,  v)  =  9  (C»  —  '/).     "  <  «' 

auf  dem  ürundgebiet  o)/3---  4  6)/3  mit  dtn  Eigenwerten  »  (»  —  (1/3)). 
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Wenn  ('.  =:  1/4,  x  ■=  |/2  bii  «.du /<,  /.■  =r  |^I/2  gesetzt  wird,  sind  '1\^  {x) 
die  Eigenfunktionen  des  Kenia 

«(m,  v)  —  2  {E{u)  —  u),  U<r; 

i'(")  i^*'  i™  Sinne  der  Jacobischen  Bezeichnung  das  Integral  zweiter 
Gattung  als  Funktion  des  Integrals  erster  Gattung;  das  Gruudgebiet  ist  die 
Strecke  U  •  •  •  A'. 

Die  Ausdrücke  T,,,  in  denen  x  elliptisclieu  Funktionen  gleichgesetzt 
sind,  können  als  Fortbildung  der  Kugelfuuktion  P^  (cos  0)  gelten. 

R.  Neumann,  Die  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  nach  den 
II  er  miteschen  und  Laguerreschen  Orthogonalfunktionen  auf  Grund  der 
Theorie  der  Integralgleichungen.  Dissertation,  Breslau  1*J12.  Die  Arbeit 
behandelt  den  Fall  unendlich  ausgedehnter  Grundgebietc,  für  den  die  An- 
wendung der  allgemeinen  Sätze  besonders  gerechtfertigt  wird.  Definiert  man 
die  Hermit eschen  Polynome  durch  die  Gleichung 

n      "  • 

SO  sind  die  (Größen 

auf  der  Strecke  von  — oo  bis  +  oo  die  Eigenfunktionen  eines  symmetrischen 

Kerns  mit  unstetiger  Ableitung 

X  y 

K{x,y)  =  -  T^  /'2'=r^  +  ./!/)f  ,,-"",/«  j*  ,,-  ßßaß,    a'<.v 

—    X  +    X 

und  es  gilt  die  Gleichung 


fp„  X  =  {2n-\-2)^K  (X,  «)  9,,  cc .  du. 


Eine  Funktion  /".r  ist  auf  der  ganzen  Strecke  von  —  oo  bis  -|-  oc  nach  den 
Funktionen  (p^^x  eut wickelbar,  wenn  sie  ebenso  wie  ihre  ersten  beiden  Ab- 
leitungen an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  unstetig  wird,  und  im  Un- 
endlichen mindestens  wie  .r""*^"  ^  verschwindet,  wobei  f  positiv  und  be- 
liebig klein  ist. 

Ähnliche  Sätze  gelten  für  die  Laguerreschen  Polynome,  die  als  Nenner 
der  Näberungsbrücbe  bei  der  Entwicklung  der  Reihe 

J^_  1     ,    2!_  3I_^ 

X  X'-"  X^  .T* 

in  einen  Kettenbruch  definiert  werden  können.  Das  Grundgebiet  ist  die 
Strecke  von  —  oc  bis  0. 

Ffinfter  Abschnitt. 

Strenge  und  einfache  Beweise  der  vielfach  gebrauchten  Sätze  der 
Potentialtheorie  finden  sich  bei  Schmidt,  Bemerkung  zur  Potoritialthoorie. 
Math.  Abhandlungen,  II.  A.  Schwarz  gewidmet.     Berlin  1!»1-1. 

§§  38  bis  40,  43.  Die  Rechnungen  sind  l'rüfungsarbiitii]  von  I".  I>.  r.'. 
mann  und  V.  Well  mann  entnommen.     Breslau  1910. 

Kiicsor,   Inte(;ralKloic)iiint{i.Mi      '•'.  Aull  ii( 
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Carshiw,  The  Greens  functions  for  the  equatiou  Ju  -\-  A-'-*  m  =:  0.  Proo_ 
London  math.  society  (2)  13,  1916;  16,  1919. 

§  44.  betreffs  der  Verluuschung  von  Integrationen  ist  anzuführen 
Plemelj,  Die  linearen  Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie.  Monatshefte 
für  Math.  u.  Phye.  1.'»,  1904. 

Stekloff,  Theorie  generale  des  fonctions  fondamentales.  Annales  de 
ja  faculte  des  sciences  de  Toulouse  (2)  6,  1904. 

§  45.  Kneser,  Integralgleichungen  und  Darstellung  willkürlicher  Funk- 
tionen von  zwei  Variablen.     Rendiconti  del  circolo  niat.  di  Palermo  27,  1909. 

§  46.  Weyl,  Über  die  Abhängigkeit  der  Eigenschwingungen  einer  Mem- 
bran von  deren  Begrenzung.     Crelles  Journal  141,  1912. 

Sechster  Abschnitt. 

Betreffs  der  funktionentheoretischen  Methode: 

Kneser,  Math.  Annalen  63  (1907)  (§  27). 

Ililb,  Über  Reihenentwicklungen,  welche  aus  speziellen  Randwert- 
problemen bei  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  entspringen. 
Crelles  Journal  140,  1911. 

Freund,  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  vermittelst  mero- 
morpher.  Dissertation,  Breslau  1909.  Hier  findet  sich  die  Methode  der  Funktion 
Z  =  e'^'/(e'^l)  in  verallgemeinerter  Form  entwickelt  und  wird  zur  Ver- 
besserung der  älteren  funktionentheoretischen  Beweise  von  Cauchy  für  die 
Fouriersche  und  verwandte  Reihen  benutzt. 

§§  47,  48.  Duhamel,  Mem.  sur  le  calcul,  des  actions  moleculaires 
developpees  par  les  cbangements  de  temperaturo  dans  les  corps  solides.  Mem. 
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